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研究成果の概要（和文）： 
曲面の境界は曲線である．逆に曲線は曲面の境界として実現できるだろうか．本研究は，この

問いを，曲線や曲面の概念を高次元に一般化した多様体を対象として，特に 3次元の多様体が
どのような 4次元多様体の境界として実現できるかを考察する．一般に，多様体に対し，その
形をある程度まで代数的に捉えたホモロジー環とよばれる不変量を対応させることができる．

そこで，古田-亀谷の不等式と呼ばれる，4次元多様体（軌道体）に対する不等式を応用するこ
とにより，3 次元多様体のホモロジー環が，4 次元多様体のそれとどのような関係にあるかを
調べるため，松本幸夫氏によって導入された Bounding genusの一般化として，3次元多様体
の間のある種の距離に当たる概念であるΦ-Bounding genusを構成し，その性質を調べた．  
研究成果の概要（英文）： 
The boundary of a surface is a curve. Conversely, can any curve be realized as the boundary 
of a surface? In our research, we study this problem for objects called manifold which is a 
higher-dimensional generalization of curves and surfaces. In particular, we study what 
kind of 4-manifold has a given 3-dimensional manifold as boundary. In general, we can 
compute an invariant called homology ring of any manifold, which approximate the shape 
of manifolds by algebras. To study the relationship between the homology ring of 
3-manifolds and that of 4-manifolds, we applied an inequality called Furuta-Kametani 
inequality of 4-dimensional manifolds (orbifolds), and introduced a kind of distances 
between 3-manifolds called Φ-Bounding genus which is a generalization of the notion of the 
Bounding genus introduced by Y. Matsumoto, and studied their properties. 
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１． 研究開始当初の背景 

3次元多様体の同境群は自明であるが，同境を

射とみなした同境圏を考えると，そこに代数

的な圏への関手を与える3 次元の位相的場の

理論といった豊かな構造が現れる．軌道体（以

下，V -多様体）の概念は，群作用による商空

間として，佐武一郎氏により導入された幾何

的対象であり，近年では，超弦理論のコンパ

クト化に現れ，そのコホモロジー理論が整備

されつつある．一方，古田幹雄氏と亀谷幸生

氏は，Seiberg-Witten 方程式の有限次元近似

によって得られるJacobi トーラス上のPin(2) 

同変写像にK 理論を展開し，b1>0 の4次元ス

ピン閉多様体に対する10/8-不等式を与えた．

多様体の同境圏の構造に関しては，分類空間

のスペクトラムを用いたホモトピー論的なア

プローチがあるが，この古田-亀谷-10/8-不等

式は，4 次元多様体の符号数だけでなく，コ

ホモロジー環の構造に対する制限を与える．

筆者は，この枠組みをV -多様体にまで拡張し，
古田幹雄氏との共同研究で導入した符号数不

足指数型の不変量（w-不変量）を導入するこ

とにより3 次元多様体のホモロジー同境圏を，

ホモロジー環の自己同型群を用いて調べる方

法を得た．さらに副産物として，交叉積の結

合性がホモロジー環の同型を誘導する同境の

障害を与えることを観測した． 

 
２．研究の目的 

本研究の目的は，軌道体上の場の方程式の族

に対する枠付き同境類不変量の定式化を行い，

3 次元多様体の同境圏の構造を解明するため

の枠組みを確立することにある．本研究では，

特に(1)w-不変量と交叉積を用いた3 次元多様

体の同境圏の構造の解析, (2) 相互法則による

符号数不足指数型不変量の組織的研究, (3) 場

の方程式の族の有限次元近似と枠付き同境類

不変量の構成を目標とした． 

 
３．研究の方法 

(1)w-不変量とBounding genus 

松本幸夫氏によって導入されたホモロジー球

面のbounding genusは，それを境界とする4 

次元スピン多様体の交叉形式に含まれる双曲

型形式の最小数で表されるホモロジー同境不

変量である．一方，古田幹雄氏との共同研究

で導入したw-不変量は，3次元多様体M，およ

びMを境界とする4次元スピンV多様体Xに対

して整数の値w(M,X)をとる不変量であり，補

助的な4次元スピン多様体Wを貼り合わせて

得られる閉じたスピンV多様体X∪W上の

Dirac作用素のV指数indVDを用いて定義され

る．また，古田氏によって導出された10/8-不

等式は，スピン4次元多様体の符号数の絶対値

と第2-Betti数の間の不等式を与える．筆者は，

10/8-不等式のV-多様体版を用いることによ

り，bounding genus の下からの評価をw-不

変量で与え，Brieskorn ホモロジー球面の幾

つかに対して，bounding genus を決定した．

実際には，上記のV多様体X としてBrieskorn

ホモロジー球面が持つS1-束に付随したD2-V

束をとる．以上の構成は，鉛管ホモロジー球

面に対しても，V鉛管操作を用いて遂行する

ことができる．これらの無限系列に対して，

w-不変量を計算し，bounding genus の下限

を計算することにより，ホモロジー同境圏の

構造を調べる方法を用いた． 
 



(2) (ホモロジー同境圏)⊂(同境圏) 

二つの3 次元閉多様体M,M’の間のホモロジ

ー同境(W;M,M’)はホモロジーの同型φ:H(M)

→H(M’)を誘導する．逆にホモロジーの同型φ

を誘導するホモロジー同境が存在するかとい

う問いに対して，筆者は古田-亀谷-10/8-不等

式のV多様体版を援用し，同型φを誘導するホ

モロジー同境(W;M,M’)が存在するための必要

条件を1次元コホモロジーの4重カップ積の構

造，およびM,M’のw不変量を用いて与えた．

また，同型φを誘導するホモロジー同境の存在

を仮定して形式的に計算される交叉積の結合

律が一般的に成り立たないことがわかり，さ

らに、この結合律の破綻はホモロジー同境の

存在への一つの障害を与えていることがわか

る．これらの結果を一般の同境(W;M,M’)に拡

張することにより，次数付き可換環Hとその

間の代数的射H→L←H’に関する圏L3を構成する

ことができる．さらに，3 次元多様体の同境

圏C3から次数付き可換環と代数的射からなる

圏L3へのホモロジーによる関手Φ: C3→L3の構

成を行う．上記の形式的交叉積の計算を用い

ることによりw-不変量と代数的射Lの組に対

して定まるある種の次数付き多元環A*を構成

することができる．上記の結果によれば，代

数A*の構造が代数的射Lを実現する同境の存

在への障害を与えることがわかる．その一つ

は，古田-亀谷-10/8-不等式のV -多様体版に現
れる1次元コホモロジーの4重カップ積の構造

を用いる方法であり，もう一つは，交叉積を

反映しているはずの形式的多元環A*の結合律

が破綻する現象を用いる方法である．これら

の方法を用いて形式的多元環A*の結合律の破

綻とMassey 積との類似を考察する．さらに，

3 次元多様体の基本群の情報を，ホモロジー

環の二次的な対象として取り出す新しい手法

を研究した． 

 

(3)グラフ多様体の同境圏における

Neumann-Siebenmann 不変量の振る舞い 

グラフ・ホモロジー球面に対してRochlin 不

変量の整数持ち上げを与えるNeumann- 

Siebenmann 不変量は，古田幹雄氏，上正明

氏との共同研究，並びにN.Saveliev の研究に

よって，w-不変量と一致し，従ってホモロジ

ー同境不変性を持つことがわかる．そこで，

一般のグラフ多様体（鉛管多様体）に対して

Neumann-Siebenmann 不変量とw-不変量

との等価性を示し，グラフ多様体の同境圏に

おける振る舞いを考察することができる． 

また，V. Efremov, N. Mitskievich, A. 

Magdaleno, R. Bautista は位相的重力理論

の一つであるBF 理論の類推を鉛管V 多様体
に適用し，その位相と真空結合定数の関係を

考察している．そこでグラフ多様体の同境圏

に関するBF-位相的重力理論の振る舞いを考

察し，その真空結合定数とNeumann- 

Siebenmann 不変量，w-不変量との関係を解

明できることが期待される． 

 

４．研究成果 

(1) 2008年度の研究成果 

w-不変量と交叉積を用いた 3 次元多様体の

同境圏の構造の解析を行った． 

①w-不変量と Bounding genusの関係 

10/8-不等式のV-多様体版を用いたbounding 

genusの w-不変量による下からの評価，およ

びグラフ多様体に対して w-不変量と等価で

ある Neumann-Siebenmann不変量の

Brieskornホモロジー球面に関する結果を用

いることにより，Brieskornホモロジー球面

の幾つかの無限系列に対する bounding 

genusを決定した．これにより，ホモロジー

同境群 ΘHにおける 3次元ホモロジー球面の

間の距離に関して具体的に議論を進めるこ

とが可能になった． 



②ホモロジー同境群と同境圏の関係 

3 次元閉多様体Mの間の同境(W;M,M’)が誘

導する準同型 H(M)→H(W)←H(M’)を抽象化

することにより，次数付き可換環 Hとその間

の代数的射 H→L←H’に関する圏 L3を構成し，

さらに 3次元多様体の同境圏 C3から代数的

圏 L3への関手Φ: C3→L3を構成した．特に，グ

ラフ多様体のホモロジー環の射Lから次数付

き多元環 A*を構成し，その非結合性が同境の

存在の障害を与えることを証明した．また，

A*の 4重積の構造，およびM,M’の w-不変量

の値を用いることにより，代数的な射 H(M)→L

←H(M’)を実現する同境(W;M,M’)が存在する

ための必要条件を与えた． 

③グラフ多様体の同境圏における Neumann 

-Siebenmann不変量の振る舞いの解析 

①,②の結果を踏まえ，一般の 3次元多様体

M,M’に対して，そのホモロジー環の間の代数

的な射 H(M)→L←H(M’)を用いることにより，

bounding genus |M|の一般化として

Φ-bounding genus |M,M’|Lを導入し，特に

M,M’がグラフ多様体の場合に，Φ-bounding 

genusに対して，Neumann-Siebenmann不

変量と次数付き多元環 A*の 4重積による下

からの評価を得た． 

(2) 2009年度の研究成果 

符号数不足指数型不変量の相互法則の組織

的研究という観点から研究を行った． 

①Fourier-Dedekind和の相互法則のトーラ

スの表現環への一般化，服部晶夫氏の V-楕円

種数の剛性定理を用いた相互法則の一般化 

円周 V-作用を持つスピン V-多様体の Dirac

作用素の指数の消滅 indVD=0を用いること

により， Seifertホモロジー球面の w-不変量

に関する splicing公式を導出した．この手法

は，局所線形であるが滑らかにできない作用

の構成に応用することができる． 

③12次元の重力異常項相殺公式を用いた 11

次元レンズ空間の符号数不足指数型不変量

の構成の 8k+3次元への一般化 

(a)上記の非結合代数 A*の構成の機構を分析

し，相対ホモロジー類同士の非結合的な交叉

積 H*(X,M)×H*(X,M)→H*(X)/Imi*を定式化した．これ

により，(b)Φ-bounding genus |M,M’|Lを

3次元多様体の同境圏上の劣加法的関数とし

て精密化し，さらに，(c)3次元多様体の同境

圏から次数付き可換環の圏への関手Φを

8k+3次元多様体の同境圏 C8k+3へと一般化す

ることにより，Efremov等による BF位相的

重力理論との関係やK.Liuによる奇跡的相殺

公式を用いた 8k+3次元多様体の符号数不足

指数型不変量 δL(M,X)を考察する枠組みを確

立した．  

(3) 2010年度の研究成果 

符号数不足指数型不変量の同境圏における

挙動の解析に取り組み，以下の結果を得た． 

① Φ-bounding genusの定式化 

3次元多様体の同境圏C3から次数付き可換環

の圏 L3への関手ΦのΦ-bounding genusの

定式化において，(a) 境界付き４次元 V多様
体 X上の相対輪体の形式的な交叉積および

非結合代数 A*の導入，(b) 3次元多様体上の 2

次元輪体の組とそれらの交叉の偶奇性に関

する境界条件の設定を行い，(c) 同境の合成

(W,W’)→W∪W’に関する広義の劣加法性，(d) 
Φ-bounding genus |M,M’|Lの古田-亀谷-不

等式の V多様体版を用いた w-不変量による

一般化された下界公式を導出した． 

② ホモロジー同境圏への制限 

上記の枠組みをホモロジー同境圏 C3
Hおよび

代数的な部分圏 L3
Hに関手Φ: C3

H→L3
H   に

関するΦ-bounding genusのホモロジー同境

不変性を証明した．即ち，(W,M’,M’’)をホモ

ロジー同境であるとしたとき，等式

|M,M’|L=|M,M’’|L’が成り立つことを証明し

た．これにより，ホモロジー同境が誘導する



基本群のべき零商の同型との対応，形式的交

叉積とMassay積との類似性，および非結合

代数 A*の構造を調べる手法が得られるもの

と期待される． 

③Φ-bounding genusの高次元化 

上記の関手Φ，および非結合代数 A*の構成の

一般次元への拡張Φ: Cn→Lnを行った．これに

よりΦ-bounding genusの高次元化，並びに

8k+3次元の符号数不足指数型不変量 δL(M,X)

との関係が考察できるものと期待される． 

場の方程式の族の有限次元近似と枠付き

同境類不変量の構成においては，上記の一連

の考察を踏まえ，w-不変量のホモロジー同境

不変性の機構を詳細に考察することにより，

古田幹雄氏による非線形 Fredholm 理論の

Pontrjagin-Thom 構成の一般化の枠組みを

用いて，Φ-bounding genusを深化させ，こ

れを理解することが今後の課題である． 
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