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研究成果の概要（和文）：結晶成長現象、流体運動等、自然科学の諸現象はしばしば非線形偏微分方程式で記述されま
す。そこに現れる複雑な形状や形態の変化を厳密に数学的現象ととらえ、粘性解析、変分解析、実解析等を進展させて
解析を行いました。形状や形態の変動では、変動原理が単純で初期形状が滑らかであったとしても、時間を経ると形状
が尖って特異点を持つことがよくあります。そこで微分できない関数を微分方程式の「解」ととらえて解析するために
、適切に解概念を拡張する必要が生じます。ここでは結晶成長や流体運動現象等に現れる拡散型方程式について、新た
に解概念を導出し、解の存在性や挙動解析を行いました。また離散と連続モデルの関係を調べました。

研究成果の概要（英文）：Various phenomena in natural sciences, for example, crystal growth phenomena and 
fluid motion, etc. are often modeled by nonlinear partial differential equations. We describe evolution 
of complex shapes and patterns observed there as mathematical phenomena and analyze them by developing 
the theory of viscosity solutions, variational analysis and real analysis, etc. In evolution of shapes 
and patterns even if the evolution law is simple and the initial shape is smooth, the solution often 
develops singularities by forming corners after some time. It is necessary to extend notions of a 
solution in a suitable way to interpret non-differentiable functions as a solution of differential 
equations for further analysis. In this project we introduce several new notions of solutions of 
diffusion equations describing for example crystal growth or fluid motion. We prove the existence of such 
solutions and analyze their behavior. Moreover, we study relation between discrete and continuous models.

研究分野： 数物系科学・数学・数学解析

キーワード： 非線形現象　非線形偏微分方程式　粘性解　平均曲率流方程式　全変動流方程式
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１．研究開始当初の背景 
形状や構造の変動を正確に捉え解析するこ
とは、数学分野だけではなく、科学技術全般
の複雑な現象を理解し、解明するために重要
です。複雑な結晶がどのように形成されてき
たか、といった自然科学的な問題から複雑な
画像からどのようにノイズを除くとよいか
といった工学的な問題まで、形態変動に関す
る問題はさまざまです。 
 
２．研究の目的 
本研究では図形やパターンの変動を記述す
る重要な非線形偏微分方程式に対し、必ずし
も微分可能とは限らない解の複雑な挙動や
性質を解明すると共に、さまざまな数学モデ
ルとの関係を明らかにするために、粘性解析、
変分解析、漸近解析、実解析、確率解析を深
化させます。また結晶成長分野など関連分野
への応用を目指すだけではなく、複雑な現象
を図形の変動と捉え、従来つながりのなかっ
たとされる分野への応用の可能性を探索し
ます。 
 
３．研究の方法 
個人研究、海外共同研究者や研究協力者との
共同研究が主体です。このため国際ワークシ
ョップ、学際的国際会議やチュートリアルセ
ミナーを開催し研究者ネットワークを強化
しました。これまでに開催した主なものは以
下のとおりです。 
(i) Minisemester on evolution of 

interfaces 2010（平成 22 年度） 
(ii) Front propagation, biological 

problems and related topics: 
viscosity solution methods for 
asymptotic analysis（平成 23 年度） 

(iii) Mathematical Aspect of Image 
Processing and Computer Vision（平
成 21 年度、22 年度、23 年度） 

(iv) 表面・界面ダイナミクスの数理Ⅰ、Ⅱ
（平成 23 年度） 

(v) 致死性不整脈の機序の解明Ⅰ、Ⅱ（平
成 23 年度） 

(vi) 表面・界面ダイナミクスの数理Ⅲ、Ⅳ
（平成 24 年度） 

(vii) Variational Methods for Evolving 
Objects（平成 24 年度） 

(viii) 心臓と血流の数理（平成 24 年度） 
(ix) Geophysical Fluid Dynamics, MFO, 

Germany（平成 24 年度） 
(x) Interfaces and Free Boundaries: 

Analysis, Control and Simulation, 
MFO, Germany（平成 24 年度） 

(xi) 表面・界面ダイナミクスの数理Ⅴ、Ⅵ
（平成 25 年度） 

(xii) The 6th Pacific Rim Conference on 
Mathematics（平成 25 年度） 

 
４．研究成果 
 大きく 5つのテーマに分けて述べます。 

(1) 形態変動解析に適した新たな解概念の
定式化：非線形偏微分方程式の「解」はたと
え時刻ゼロのとき滑らかであっても、やがて
尖って特異点を持つことがあります。微分で
きない関数を微分方程式の「解」と理解する
ためには、解概念の拡張が必要になります。
また方程式自体に特異性があり通常の意味
では何をもって「解」としてよいのかわから
ないこともあります。結晶成長現象や画像処
理を記述するさまざまな方程式についてこ
の問題を検討し、新たな解概念を導出し、ま
たその解の性質を解析しました。以下より具
体的に述べます。（[  ] 内は雑誌論文の番号） 
①ファセット分裂を許す粘性解概念の構
築：結晶成長においては、しばしばファセッ
トと呼ばれる平らな面が現れます。駆動力が
空間的に非一様な場合、曲線が関数のグラフ
で与えられている場合の特異拡散方程式の
通常の解の概念を拡張し、粘性解理論を構築
しました。この解について比較定理、存在定
理を確立しました [1]。ファセット分裂も含
めた十分広いクラスでの解概念は全くなか
ったので、初めての統一的な一般論といえま
す。また駆動力が空間的に一様な場合でも、
高次元で曲面が多変数関数のグラフで与え
られた場合にも、特異拡散方程式の解の概念
の拡張に成功しました [3]。曲線の運動と異
なり、高次元の場合、駆動力の空間的に一様
であってもファセット分裂が起こり得ます
ので、新たなアイデアが必要でした。 
②駆動力付平均曲率流方程式のヴァリフォ
ールド解の概念の構築：金属の焼きなまし時
の粒界の動きを記述する平均曲率流方程式
については、等高面法による広義解の概念は
よく知られています。一方で、変分原理に基
づいた広義解であるヴァリフォールド解は、
その存在や正則性は古くから研究されてい
ましたが、その鍵となる Brakke (1972) の論
文は理解不能な記述も多く、実際に何が証明
されたのか不明であるという状態でした。本
研究では、反応拡散方程式である Allen-Cahn
方程式の拡散界面解の極限としてヴァリフ
ォールド解を構築することに、駆動力付の場
合も含めて成功しました。その際、鍵となる
単調性公式を確立しました。これは、解の正
則性を「ふくらまし法」で示すのに重要な鍵
となっています。この成果はこの分野の教科
書的結果になりました [4], [5]。 
③４階の全変動流方程式について解概念の
構築：半導体結晶表面の変化の記述や、画像
処理において、しばしば 4階の全変動流方程
式や、その仲間である特異な表面拡散流方程
式が用いられます。これらの方程式について、
発散型の場合の解概念を明確にしました。そ
の上で、周期境界条件の場合、この全変動流
型方程式の解のグラフは有限時間内に平ら
になってパターンが消える有限消滅性を証
明しました [23]。比較原理のない 4階方程式
では初めての画期的成果で、形態変動解析に
おいて重要な基礎理論です。また、初期形状



が連続でも瞬間的に不連続になるという、2
階問題では起こらない珍しい現象も発見し
ました [33]。 
(2) 解の挙動の解析：解の存在や一意性がわ
かると、次に解の挙動が課題となります。形
態変動の解析としては例えば時間無限大で
一定の形状や形態になるかどうかは大きな
問題です。このような問題に対しても本研究
は大きな貢献をしております。例えばハミル
トン・ヤコビ方程式の時間無限大での解の漸
近挙動について、従来全く取り扱われていな
かった非強圧的なハミルトニアン [2], [14] 
や、ノイマン条件を境界条件とした問題 [16], 
[28] に対して、その時間無限大での漸近挙動
の特徴づけに成功しています。粘性解理論と
いった数学解析の進展だけではなく、結晶成
長現象解明にも重要な結果です。 
(3) 離散モデルと連続モデルの相互関係の
解析：例えば、平均曲率流方程式の時間離散
的微分ゲームや時間離散的変分スキームに
よる近似解の収束を境界条件付の場合や非
等方的な場合等、従来扱われていなかった条
件下で証明しました。さらに、時間離散化問
題や大規模相互作用系である多体粒子系問
題の極限を解析しました。 
①時間離散微分ゲームおよび時間離散的変
分的アプローチによる平均曲率流方程式の
解の近似：平均曲率流方程式（の等高面方程
式）の解は確率微分ゲームの価関数として表
現できますが、時間離散微分ゲームの価関数
によって近似することができます。このよう
な結果を境界条件付の場合にも拡張しまし
た[41]。また、時間離散的変分的アプローチ
による近似法についても、従来扱われていな
い非等方、非有界といった一般的な設定で近
似解の真の解への収束を証明しました [13]。 
②大規模相互作用系のスケール極限の特徴
づけ：さまざまなランダム系のスケール極限
を考察しました。例えば、2 次元ヤング図形
集合に適当なランダムな構造を入れ、面積を
増大させるとともにスケールを縮小して見
直せば、ヤング図形の境界は Vershik 曲線と
呼ばれる一定の形に近づきます。この問題に
対応する時間発展モデルを構成し、その時空
のスケール変換を考察しました。極限におい
て得られる曲線の運動法則は非線形偏微分
方程式によって記述できることを示しまし
た。その定常解は Vershik 曲線に他ならない
ことを示しました [11], [37]。 
(4) 次元の効果の解析： 3 次元非圧縮性粘性
流体の渦度方向が連続ならば、渦度自体がい
くら大きくても流れに特異点が生じないこ
とを、2 次元流への帰着により示しました 
[22]。渦度方向があまり変わらないと 2 次元
的になるという物理的直観を反映した、自然
な証明です。そこで用いた「ふくらまし法」
の精神を線形化方程式であるストークス方
程式に応用し、30 年間未解決の「ストークス
半群の有界関数の空間での解析性」を一般的
な領域で証明することに成功しました [8]。 

(5) 科学技術諸分野からの問題探索：結晶成
長分野を中心にこれまで定式化できた問題
について顕著な成果を得ました。例えば結晶
表面で強さが異なる複数の螺旋転位が衝突
を繰り返しながら表面が成長する現象を正
確に捉えることは重要です。従来の等高面法
ではこれらの複雑な状況を計算すること自
体不可能でした。本研究で開発した被覆空間
上での等高面法に転位の加法的表現を用い
た初期値構成法を確立することにより、一般
の初期形状からの数値計算が可能になりま
した。結晶成長学に対しても重要な貢献です。 
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