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研究成果の概要（和文）： 

報告者は興味深い非自明な現象を示す，いくつかの重要な例についての進展を得ることが出来

た．論文 "Nonlinear PDE aspects of the tt* equations of Cecotti and Vafa" (M. Guest and 

C.-S. Lin, J. reine angew. Math., 印刷中)では，tt*-戸田方程式の，滑らかな解の族の存在

を示した．これは技術的観点に於けるブレイクスルーである，すなわち，既存のループ群論的

アプローチが適用できない非コンパクトの場合にも，偏微分方程式論が有用であることを示し

たことは大きな進展である．"Isomonodromy aspects of the tt* equations of Cecotti and Vafa 

I. Stokes data" (M. Guest, A. Its, and C.-S. Lin, arXiv:1209.2045) に於いては tt*-戸

田方程式の解の大域的な滑らかさを，付随する線形方程式のモノドロミーデータ（ストークス

データ）に関連付けることにより，また別の技術的側面に関するブレイクスルーがあった．よ

り詳しくには，tt*-戸田方程式の全ての滑らかな大域解に対して，そのストークスデータを明

示的に計算することが出来た．これらの技術はまた，微分幾何学に於けるその他の問題にも適

用可能であると推測される。 

 
研究成果の概要（英文）： 
We have made progress with some key examples, which demonstrate interesting and 
nontrivial phenomena. In "Nonlinear PDE aspects of the tt* equations of Cecotti and 
Vafa" (M. Guest and C.-S. Lin, J. reine angew. Math., 2012, in press) the existence 
of a family of smooth solutions of the tt*-Toda equation was established. This was 
a technical breakthrough: p.d.e. methods are well suited to the noncompact case, where 
standard loop group methods fail. In "Isomonodromy aspects of the tt* equations of 
Cecotti and Vafa I. Stokes data" (M. Guest, A. Its, and C.-S. Lin, arXiv:1209.2045), 
a second technical breakthrough was made, by relating the global smoothness of the 
solutions to the monodromy data (Stokes data) of an associated linear equation. This 
Stokes data was computed explicitly for all globally smooth solutions of the tt*-Toda 
equation. We expect that these techniques will be applicable to other problems in 
differential geometry. 
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研究分野： 数物系科学 

科研費の分科・細目：幾何学 

キーワード： 幾何学、可積分系、量子コホモロジー 

 
１．研究開始当初の背景 

「微分幾何学と可積分系」の分野はある程度
成熟してきており、いくつかの重要な分類問
題が解決され、多くの顕著な例が構成されて
きた。これらの分野は日本を始め世界中の数
学者により研究され、発展してきた。これら
の発展により更に新しい問題が出現してき
ているが、これは微分幾何学と可積分系に更
に発展する可能性があることを表している。
しかしながらいくつかの方向において、現在
の手法を用いた研究は限界に達していると
思われる。そしてこれらの分野を更に発展さ
せる為に、新しい考え方が必要となっている。
本研究の目的は微分幾何学と量子コホモロ
ジー、フロベニウス多様体論、 tt*構造
(topological-antitopological fusion)を取り巻
く分野との直接的な関係を明らかにするこ
とである。調和写像と量子コホモロジー理論
について、"From Quantum Cohomology to 

Integrable Systems" (M.Guest, Oxford 

University Press, 2008)では、双方について
体系的な理論を目指した"展望"が説明されて
いる。ここでは双方の背景について別々に同
じ用語を用いて述べている。また、ある種の
D-加群のような2つの分野が密接な関係をも
つことを実証するような数学的対象につい
て、詳しく説明がされている。本研究では、
この文献で定式化された概念を用いた。 

 

２．研究の目的 

本研究の新しい特色は、量子コホモロジー、
フロベニウス多様体、tt*構造などの異なる分
野の相互理解を目指すことである。これらの
分野は微分幾何学よりもシンプレクティッ
ク幾何学や特異点論といった数学の分野と
深い繋がりを持つが、いくつかの目覚しい応
用により広く知られるようになった。例えば、
ミラー対称性により Gromov-Witten 不変量
を計算する為の微分方程式を用いた全く新
しい手法が導かれた。これにより、それまで
予想されていなかったある種の Calabi-Yau

軌道体の相対性が発見され、幾何学における
他の様々な相対性を導くこととなった。また、
Witten-Kontsevich の 定 理 は
Gromov-Witten 量と KdV ヒエラルキーの解
を関連付けるが、この結果も様々な方法で一
般化されてきた。これらの分野は現在も急速
に発展しており、可積分系はその中で重要な
役割を担っている。また微分幾何学とも各々
が関連を持っているが、これらの分野同士の
関係についての研究はあまり深く進展して
ない。本研究の目的は、これらの分野の関連

について調べることにある。主に、調和（あ
るいは多重調和）写像と量子コホモロジーと
の関連を明らかにする。 

 

３．研究の方法 

４．研究成果に記述した。 

 
４．研究成果 
報告者は興味深い非自明な現象を示す，いく
つかの重要な例についての進展を得ること
が出来た．論文 "The tt* structure of the 
 quantum cohomology of CP^1 from the 
viewpoint of differential geometry" (J. 
Dorfmeister, M. Guest, and W. Rossman, 
Asian J. Math. 14 (2010) 417-438)では，
Cecotti-Vafa による最も簡単な例に対して，
新しい（ループ群論的）アプローチを与えた．
また，n 次元複素射影空間 CP^n 及び重み付
き射影空間に対する進展も挙げられる．具体
的には，重み付き射影空間の量子軌道体コホ
モロジーと量子微分方程式との関係を論文 
"Orbifold quantum D-modules associated to 
weighted projective spaces" (M. Guest and 
H. Sakai, Comm. Math. Helv. 印刷中) にて
考察した．この状況下で，tt* 方程式は 2 次
元戸田格子と関係がある（これを tt*-戸田方
程式とよぶ）が，一方リー群 GL(n,R)が非コ
ンパクトである為，tt*-戸田方程式に対し標
準的なループ群論的アプローチを適用する
ことは出来ない．論文  "Nonlinear PDE 
aspects of the tt* equations of Cecotti and 
Vafa" (M. Guest and C.-S. Lin, J. reine 
angew. Math., 印刷中)では，上述の方程式
の，滑らかな解の族の存在を示した．これは
技術的観点に於けるブレイクスルーである，
すなわち，既存のループ群論的アプローチが
適用できない非コンパクトの場合にも，偏微
分方程式論が有用であることを示したこと
は大きな進展である．"Isomonodromy aspects 
of the tt* equations of Cecotti and Vafa 
I. Stokes data" (M. Guest, A. Its, and C.-S. 
Lin, arXiv:1209.2045) に於いては tt*-戸田
方程式の解の大域的な滑らかさを，付随する
線形方程式のモノドロミーデータ（ストーク
スデータ）に関連付けることにより，また別
の技術的側面に関するブレイクスルーがあ
った．より詳しくには，tt*-戸田方程式の全
ての滑らかな大域解に対して，そのストーク
スデータを明示的に計算することが出来た．
量子コホモロジーに対応するこれらの解は，
全ての滑らかな解の中で，演算上強い性質を
もつものと思われる．さらに，"Some tt* 



 

 

structures and their integral Stokes data" 
(M. Guest and C.-S. Lin, Comm. Number 
Theory Physics 印刷中)に於いて，各成分が
整数であるようなストークス行列をもつ接
続を全て得，加えてこの整数性が，次元 n が
十分小さい場合には，CP^n及び重み付き射影
空間の量子微分方程式を十分に特徴付ける
ものであることを示した．「カラビ‐ヤウ型」
の方程式に関しては多くの研究が成されて
いるが，報告者の結果はファノ多様体に対す
る初めての特徴付けである．このように本研
究では，偏微分方程式やモノドロミー保存変
形の技術を用いることにより，非コンパクト
性及び大域的困難に対する技術そのものの
発展を得た．これらの技術はまた，微分幾何
学に於けるその他の問題にも適用可能であ
ると推測される． 
 
 小プロジェクトによって成果をまとめる： 
(1)CP^nに対する primitive写像、岩澤分解、
量子コホモロジーの関連についての研究。量
子コホモロジーは tt*構造を持つ、という仮
説あるいは folk-theorem は量子コホモロジ
ーに対応する多重調和写像による（大域的な）
像は対称空間 Gl(N,R)/O(N)上にある、あるい
は、この多重調和写像に対応する拡張された
解の像がループ群の固定された岩澤胞体上
にあるという事を意味する。 
Calabi-Yau 多様体の量子コホモロジーに対
して、この事実はミラー対称性から知られて
いる。というのは対応する Hodge 構造の変動
(以下 VHS)が (Griffiths transversality, 
Riemann-Hodge relations と呼ばれる）性質
を持つからである。しかし Fano 多様体に関
して、これは非自明な予想である。というの
は(conjectural)ホッジ構造は無限次元だか
らである。本小プロジェクトの目的は CP^n
の Fano 多様体に対するこの予想の微分幾何
学的な証明を与えることである。 
 
 成果：論文"Nonlinear PDE aspects of the 
tt* equations of Cecotti and Vafa" (M. 
Guest and C.-S. Lin, 印 刷 中 ) 、 
"Isomonodromy aspects of the tt* equations 
of Cecotti and Vafa I. Stokes data" (M. 
Guest, A. Its, and C.-S. Lin, 
arXiv:1209.2045)でこの問題を解決した。 
 
(2) Gl(N,R)/O(N) への多重調和写像の一般
論の発展と tt* 幾何学の研究。Cecotti, Vafa
の研究にあるように、多重調和写像と tt*幾
何 学 と の 関係 は Dubrovin(Geometry and 
integrability of 
topological-antitopological fusion, Comm. 
Math. Phys. 152 (1993) 
 539-564)により初めて示された。tt*幾何学
はスペシャル幾何学の一般化であり、スペシ

ャル幾何学と多重調和写像との関係は
V.Cortes, L.Schaefer 
(Topological-antitopological fusion 
equations, pluriharmonic maps and special 
Kaehler manifolds, Prog. in Math. 234 
(2005) 59-74)により研究されている。tt*幾
何学は VHSの一般化でもある。どちらの場合
にもいわゆる等方的な多重調和写像という
と て も 単 純 な 形 の 写 像 が 得 ら れ る 。
Calabi-Yau 多様体の量子コホモロジーは常
にこのタイプの多重調和写像を与える。等方
的な写像を拡張して、C.Hertling は特異点論
における VHS の拡張としての tt*構造につい
て研究している。(tt* geometry, Frobenius 
manifolds, their connections, and the 
construction for singularities, J. Reine 
Angew. Math. 555 (2003) 77-161)。Fano 多
様体の量子コホモロジーはこの具体例とな
っている。 
 
 成果：CP^1 の量子コホモロジーの tt*構造
を "The tt* structure of the quantum 
cohomology of CP^1 from the viewpoint of 
differential geometry"(M. Guest, J. 
Dorfmeister, W. Rossman, Asian J. Math. 14, 
2010, 417-438)で明確した。これの一般化と
して C.Hertling との共同研究を始めた。 
 
(3) tt*方程式のアファイン球面、あるいは
他の古典的微分幾何学を用いた解釈の研究。
変数の数と Nが小さい場合、Gl(N,R)/O(N) 
への調和写像に古典的微分幾何学を用いた
解釈を与えることができる。これらは平均曲
率一定曲面(sinh-Gordon 方程式)やアファイ
ン球面(Tzitzeica 方程式)と関連を持つ。 
 
 成果：具体的な例として、S. Okuhara(首都
大学東京、博士課程）が論文"A construction 
of special Lagrangian 3-folds via the 
generalised Weierstrass representation" 
(Hokkaido Math. J.印刷中) で DPW 構成の立
場から C^3の中のスペシャルラグランジアン
錐を作った。 
 
(4)軌道体量子コホモロジーへの D-加群的方
法の応用の研究。特に軌道体量子コホモロジ
ーと tt*幾何との関係を研究するのに有用で、
軌道体量子コホモロジーにより多くの多重
調和写像の例が得られるであろう。 
 
 成果：論文"Orbifold quantum D-modules 
associated to weighted projective spaces" 
(M.Guest, H.Sakai, Comm. Math. Helv. 
印刷中 )では、 D-加群の自己随伴性と
Birkhoff 分解を用いて、重み付き射影空間の
ある種の超曲面に関する軌道体量子 D-加群
が軌道体 Gromov-Witten不変量から誘導され



 

 

ることを示した。 
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