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研究成果の概要（和文）： 超平面配置は（群や環がそうであるように）単純な定義をもつが，
決して簡単な対象ではない．初年度に，超平面配置に関するさまざまな視点を広く理解し，統
合する立場に立つために，専門や世代を横断する研究組織を構築しえたのは大きな成果であっ
た．結果として，組合せ論・代数幾何学・群論・リー環論・統計学などの多様な観点からの研
究を行い，それらの相互関連を描出することに成功した．最も特筆すべきは，我々により 22
年度に発見され，今も発展し続けるワイル配置とベルヌーイ多項式との関連であろう．

研究成果の概要（英文）： The definition of hyperplane arrangements is, like groups and
rings, deceptively simple but they are not simplistic objects. In the first year of this
research project, we successfully constructed a research network encompassing
specialties and generations in order to understand diversified viewpoints of hyperplane
arrangements in a wide spectrum and to hold a commanding position for advancing the
research. Consequently, we studied the subject from various viewpoints including
combinatorics, algebraic geometry, group theory, Lie algebra theory and statistics and
described their mutual relations. The most conspicuous example is the relationship
between the Weyl arrangements and the Bernoulli polynomials, which was discovered by us
in 2010. It has been scrutinized and expected to develop further.
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１．研究開始当初の背景
超平面配置の歴史は有史以前に遡る．たと

えば，数直線上の有限個の点は最も簡単な例
である．無限直線上から m個の点を取り除け
ば，それらの点によって直線は(m+1)個の"部
分"に分割されるが，そのうち無限の長さを
持つものは両端の２つの"部分"であり，残り
の(m-1)個の"部分"は有限の長さを持つ"部
分"である．有限の"部分"が(m 個ではな
く)(m-1)個になることは「植木算の原理」と
して日本では昔からよく知られている．これ
は小学校レベルの算数であるが，超平面配置
の理論のひとつの発端である．この「植木算
の原理」は 1975 年に米国数学会メモワール
として出版された T. Zaslavsky 著 Facing up
to arrangements: Face-count formulas for
partitions of space by hyperplanes."
Memoirs Amer. Math. Soc. 154, 1975 におい
て，現代枠組の中で高次元に拡張された．そ
の際に主役を演じたのは現代組合せ論の主
たる道具のひとつであるメビウス関数であ
った．後に，この Zaslavsky の公式は位相幾
何学，リー環論，代数幾何学，群論などの多
くの分野の視点からの解釈をもつようにな
る．この成功例が示すように超平面配置とい
う場において数学の諸分野が出会い，相互の
関連が完全に明らかになるのが理想だが，そ
の理想に向けてのプログラムは 2009 年度の
初頭の時点ではまだ不十分であり，本研究に
よってプログラムのあるべき姿を探り，新た
な具体的相互関連がひとつでも多く明らか
になることが待たれていた．

２．研究の目的
「１．研究開始当初の背景」に述べたよう

な方向を目指しての研究目的を具体的に述
べると，以下の 2点に集約される．
(1) 多重超平面配置，特に，重複度をもつ

Coxeter 配置をさまざまな角度から研究
し，その性質を明らかにする．また，そ
の過程で対称群を含む重要な有限群の
クラスであるCoxeter群の隠れた性質が
その多重超平面配置にどのように反映
されているかを示す．

(2) 統計学(特にランキング)・経済学(特に
社会選択論)の超平面配置を用いたモデ
ルを構成し，主に組合せ論と有限群と計
算機を用いて，その数学的解析を行い，
数学的に有意義な結果を導くとともに，
統計学・経済学への応用を目指す．

３．研究の方法
初年度の 21 年度に行われた第 2 回日本数

学会季期研究所(MSJ-SI)"Arrangements of

Hyperplanes"(札幌，2009年8月1日～13日，
組織委員長: 寺尾宏明)のために約 200 名の
参加者が札幌に集まった機会を利用して，国
内外の参加者の研究分野の近さや親和性を
考慮して戦略的に多くの研究打合せの機会
を提供することによって，研究ネットワーク
を構築することに専念した．これにより 22
年度以降の全国的な研究体制が整うととも
に，新たに海外の有力研究者と研究交流の絆
をもつことができた国内の若手研究者も多
かった．

22 年度以降は，阿部拓郎(京大・工)，竹村
彰通(東大・情報理工)，紙屋英彦(名大・経)，
吉永正彦(京大・理)などど定期的に研究打合
せを行った．その際，竹村・紙屋との共同研
究においては計算機の助けを受けた．また，
超平面配置の大御所のひとりである Louis
Solomon(ウィスコンシン大)とは，阿部を交
えて，米国において研究打合せを行った．
Solomon 教授はすでに高齢ではあるが，驚異
的な記憶力と透徹した洞察力は健在であり，
大局的見地から今後の研究の進むべき方向
に関するアドバイスは本研究にとって有益
であった．

また，現在，大学院生の陶山大輔(北大・
理，学振特別研究員 DC2)は，後述の A型の
Shi 配置に関する興味ある計算を遂行し，優
れた修士論文を執筆し，研究者としてよいス
タートを切った．陶山の計算力は本研究の後
半においては，研究遂行に資するところが大
きかった．

４．研究成果
上述「２．研究目的」の(1)と(2)に応じて，

重要な研究成果を短く解説しよう．
(1) 多重超平面配置，特に，多重 Coxeter 配

置の研究
· [雑誌論文]②においては，対数微分型

式全体に(負を含む)すべての整数で
パラメトライズされたフィルター付
きを与えた．

· [雑誌論文]⑧においては，群同変な重
複度をもつ多重Coxeter配置について，
それらの自由性を証明した．

· [雑誌論文]⑥においては，2 つの軌道
を も つ Weyl 配 置 に つ い て
Shi-Catalan 配置という新たな配置を
定義して，その自由性を証明した．

· [雑誌論文]⑨においては，A 型の Shi
配置の微分加群の基底を，(この種の
配置に対しては世界で初めて)具体的
に構成した．さらに興味深いのは，こ
こにベルヌーイ多項式が本質的に登
場したことであり，今後の展開と発展
が期待される．



(2) 統計学(特にランキング)と関連する超
平面配置の研究
· [雑誌論文]③においては，今まで研究
が進んでいなかったが応用上は整数
上の超平面配置について，周期性を初
めて見出した．

· [雑誌論文]⑤
選好のランキングの問題について，1
次元モデルについての先行研究
(Hidehiko Kamiya, Peter Orlik,
Akimichi Takemura, Hiroaki Terao,
Arrangements and ranking patterns,
Annals of Combinatorics, 10 (2006),
219-235)の結果を参考に，余次元 1 の
場合に対応する結果を得た．

· 〔図書〕③
[雑誌論文]⑤の中で未解決問題とし
て提出された問題を自ら解いた．その
際，Coxeter 配置を含み，かつ，対応
するCoxeter群で全体として不変にな
るような超平面配置の部屋数につい
ての定理を得た．
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