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研究成果の概要（和文）：種数２のレフシェツ・ファイバー束と呼ばれる４次元多様体の構造を表す手法として、グラ
フィクスを用いる方法（チャート表示）を導入し、それを用いて種数２のレフシェツ・ファイバー束の安定化定理を得
た。この定理は、D. AurouxやB. SiebertとG.Tianによる安定化定理を拡張する形になっている。
　カンドルに「よい対合写像」という付加構造を与え、対称カンドルの概念とそのホモロジー理論を導入した。それを
使えば、向き付け不可能な曲面でも定義が可能な不変量が構成でき、３重点数の評価などに応用できる。

研究成果の概要（英文）：In order to describe a structure of a genus-2 Lefschetz fibration of a 4-manifold,
 we introduced a graphical method, called the chart description. Using this method, we obtained a theorem 
on stabilization of genus-2 Lefschetz fibrations, that is a generalization of a theorem due to D. Auroux, 
and a theorem due to B. Siebert and G. Tian. 
  A symmetric quandle is a quandle with an additional structure, called a good involution. We introduced t
he homology theory of a symmetric quandle, and using it, we defined an invariant for surface links in 4-sp
ace. The invariant is defined even if the surface link is non-orientable. It can be used for estimation of
 the minimal triple number of a surface-link.
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１．研究開始当初の背景 
２次元ブレイドは、古典的なブレイドの概念
を高次元化したものであり、４次元空間内の
曲面で構成されている。 80 年代に  L. 
Rudolph と O. Viro により導入され、当研究
代表者が積極的に研究をすすめてきた。結び
目理論とブレイドを関係付ける基本定理で
ある Alexander-Markov の定理（任意の絡み
目はある基本操作の差を除いて一意的にブ
レイド表示ができること）は、２次元の場合
に一般化され、２次元結び目理論と２次元ブ
レイド理論の結び付けがなされていた。 
 ２次元ブレイドの分類はブレイドモノド
ロミーの分類に帰着され、その分類問題は未
解決である。また、４次元多様体の研究に現
れるレフシェツ・ファイバー束構造の分類も、
曲面の写像類群のモノドロミーの分類に帰
着される未解決問題である。レフシェツ・フ
ァイバー束は R. Gompf, S. Donaldson たち
の仕事により、シンプレクティック４次元多
様体との関連が分かったことも影響して、研
究が活発となっていた。当研究代表者、松本
幸夫（連携研究者）、B. Siebert, G. Tian、D. 
Yetter などがレフシェツ・ファイバー束のモ
ノドロミーとカンドルの相関関係について
研究も行っていた。種数１のレフシェツ・フ
ァイバー束構造の分類は、底空間が一般の場
合を含めて完全に解決していたが、グラフィ
クス（チャート表示）を用いたより明快な証
明が、当研究代表者と連携研究者の松本幸夫、
松本堯生らによってなされていた。種数２の
レフシェツ・ファイバー束についてもグラフ
ィクス（チャート表示）を用いた初期的な研
究がなされていた。 
 カンドル（quandle）は、ある公理系を満
たす２項演算を持つ集合で、その公理系が結
び目の３つのライデマイスター変形に対応
している。これは 1982 年に D. Joyce と S. 
Matveev により導入され、結び目の完全不変
量となることが分かっている。その後、カン
ドルのホモロジー理論が登場し、カンドルコ
サイクル不変量などの結び目、曲面結び目の
不変量とその応用研究が始まっていた。 
 
 
２．研究の目的 
４次元トポロジーにおける２つの問題「４次
元多様体の分類」と「４次元に埋め込まれた
曲面（２次元結び目を含む）の分類」は、か
なりの範囲が、レフシェツ・ファイバー束空
間と２次元ブレイドの研究に帰着される。さ
らに、レフシェツ・ファイバー束空間のモノ
ド ロ ミーは グ ラフィ ク スやカ ン ド ル
(quandle)を用いて記述される。グラフィクス
とカンドルを用いて４次元のオブジェクト
とそのモノドロミーの性質を調べ、不変量の
構成、分類問題に役立てることが当研究の目
的である。 
 
 

３．研究の方法 
研究分担者および連携研究者の協力のもと
に４次元オブジェクトのモノドロミーに対
応したグラフィクスの構成やカンドルによ
る表示の研究を行う。また、グラフィクスや
カンドルを用いて４次元オブジェクトの性
質を調べ、不変量の構成、分類問題などに取
り組む。これらは主に研究打合せやセミナー、
研究集会を開催することで実行される。 
 
 
４．研究成果 
種数２のレフシェツ・ファイバー束のグラフ
ィクス（チャート表示）を導入し、それを用
いて種数２のレフシェツ・ファイバー束の安
定化定理を証明した。レフシェツ・ファイバ
ー束の底空間は、チャート表示では球面でな
くてもよいが、安定化定理では球面と仮定し
ている。安定化定理は、５種類の基本レフシ
ェツ・ファイバー束を与え、基本レフシェ
ツ・ファイバー束０型を十分多くファイバー
和をすることで、任意のレフシェツ・ファイ
バー束が、基本レフシェツ・ファイバー束の
ファイバー和に分解できるという定理であ
る。特に、与えられたレフシェツ・ファイバ
ー束がキラル（レフシェツ特異点が全て正）
の場合には、D. Auroux による安定化定理を
含んでいる。また、B. Siebert と G.Tian の
安定化定理を拡張する形になっている。分解
後の基本レフシェツ・ファイバー束の型毎の
個数に関しても完全に決定している。それら
は、もとのレフシェツ・ファイバー束の持つ
レフシェツ特異点のタイプ毎の個数で評価
される。このように種数２のレフシェツ・フ
ァイバー束の安定化定理としてはもっとも
一般的なものとなっている。 
 種数２で行われた議論は、高い種数のレフ
シェツ・ファイバー束にも展開できる。 
 種数１のレフシェツ・ファイバー束で、底
空間が円板であり、境界上のモノドロミーが
ある特別な元であるものの分類に成功した。
これはブロークンレフシェツ・ファイバー束
と呼ばれるレフシェツ・ファイバー束を一般
化したオブジェクトの分類に利用できる。 
 ２次元ブレイドのグラフィクス（チャート
表示）に関しては、２重点を許容する特異２
次元ブレイドのチャート表示、および、単純
とは限らない２次元ブレイドを表すチャー
ト表示に関する研究を行い、（単純とは限ら
ない）正則な２次元ブレイドのチャート表示
法を確立した。任意の正則な２次元ブレイド
は正則チャートで表すことができ、そのよう
な表示はある基本変形の差を除けば一意的
に定まることを示した。この定理は今後、非
正則な一般的な２次元ブレイドを研究する
際の道具として活用できる。 
 ２次元ブレイドとそのグラフィクスの高
次元化として、３次元ブレイドとそのグラフ
ィクス（チャート表示）の概念を導入した。
しかし、同値な３次元ブレイドを表すチャー



トの間を繋げるための基本操作が明確には
得られておらず、具体例も少ないことから、
今後更なる研究が必要である。 
 カンドルを用いた結び目、曲面結び目の研
究に関しては、対称カンドルのホモロジー理
論を導入し、結び目および曲面結び目の不変
量を構成した。結び目、曲面結び目に向きが
ある必要はなく、曲面結び目については、向
き付け不可能な曲面でも定義が可能である。
向き付け不可能な曲面結び目の３重点数を
下から制限する評価式を得ることができ、具
体例を構成した。また、２面体圭の許容する
対称カンドル構造を決定した。この研究は、
大城佳奈子との共同で論文として発表した。 
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