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研究成果の概要（和文）：特異点を許す曲面のさまざまなクラスである，３次元双曲空間の平坦フロント，３次元ミン
コフスキー空間の極大曲面，３次元ド・ジッター空間の定平均曲率１の曲面，３次元アファイン空間の非固有アファイ
ン球面などをワイエルストラス公式を用いて考察し，大域的な結果（完備性の特徴づけ，オサーマン不等式など）を得
るとともに，あるクラスの曲面を分類した．
また，特異点をもつ曲面・超曲面の微分幾何学の土台となるべき「特異曲率」の概念を定義し，それとガウス曲率の挙
動との関係を調べるとともに，ガウス・ボンネ型の定理を得た．さらにフロントの内的定式化として「連接接束」の概
念を導入し，その双対性と応用を考察した．

研究成果の概要（英文）：We investigated,  Weierstrass-type representation formula, global properties of se
veral classes of surfaces with singularities, such as flat surfaces in hyperbolic 3-space, maximal surface
s in Minkowski 3-space, CMC-1 surfaces in de Sitter 3-space, and improper affine sphere in affine 3-space,
 and obtained a charctreization of completeness, Osserman-type inequalis etc.
In addition, flat trinoids in hyperbolic space and CMC-1 2-noids in de Sitter 3-space are classified. On t
he other hand, as a basic tool of differential geometry of wave front, we introduced a notion of "sinular 
curvature" and investigated a rdelationship between singular curvature and behavior of Gaussian curvature.
 As a result, we obtained Gauss-Bonnet type formula for wave fronts. Moreover, as an intrinsic formulation
 of wave fronts, we introduced a notion of "coherent tangent bundles" and gave an application of their dua
lity.
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１．研究開始当初の背景 

3 次元ユークリッド空間の極小曲面が，リー
マン面上の複素解析的なデータによって具
体的に表現できることは「ワイエルストラス
表現公式」としてよく知られている．また，
いくつかの幾何学的対象について，これと類
似な表現公式が存在することがすでに知ら
れている．これらの表現公式は，曲面のはめ
こみを具体的にあたえているが，「はめこみ」
であることはオープンな条件だから，もとの
データの取りかたによっては，特異点が生じ
る場合がある．このような場合でも適当な枠
組を設定すれば，はめこみの場合と同様に幾
何学的かつ大域的な考察ができる場合があ
ることがわかってきた． 

 

２．研究の目的 

さまざまな「ワイエルストラス型公式」に統
一的な理解をあたえ，表現公式の応用として，
「 特異点をもつ曲面のクラスの幾何学を研
究」し，このような微分幾何学がゆたかな研
究対象であることを示す．さらに，このよう
な実例を解析するために，特異点をもつ曲線，
曲面の微分幾何学の基礎理論を構築する． 

 

３．研究の方法 

さまざまなクラスの曲面，とくに (1) 空間型
（とくに 3 次元双曲空間）のフロント（とく
に平坦フロント）；(2) 不定値計量をもつ空間
型の定平均曲率曲面（とくに 3 次元ミンコフ
スキー空間の極大曲面，3 次元ド・ジッター
空間の定平均曲率 1 をもつ曲面）(3)  アフ
ァイン球面，とくに非固有アファイン球面；
などの (A) 特異点を許すクラスを設定し，
(B) その大域的な挙動を調べる．さらに「単
純な場合」（ユークリッド空間の極小曲面に
ついて言えば「絶対全曲率が小さい場 

合」に対応する）の (C) 分類を行う．また，
曲面の (D) 特異点の挙動を詳細に調べる． 
また，特異点の判定条件，曲率の概念の導入
など (E) 特異点の微分幾何学 
の基礎理論を構築していく． 
 
 
４．研究成果 
A) 特異点をゆるす曲面のクラスの設定に

関して 
 ミンコフスキー空間の極大曲面の類似

として，3 次元ド・ジッター空間の平均
曲率1の曲面を考察し，大域的な公式（オ
サーマン型の不等式）を得た． 

 共形平坦なリーマン多様体を光円錐の
超曲面として実現し，光円錐の超曲面の
双対性を用いると，この超曲面から新し
い共形平坦計量が得られる．この「双対
共形平坦計量」は一般に特異点をもつ．
このような対象を連接接束の言葉で定
式化し，実現定理をもちいて双対性を考
察した． 

 3 次元ド・ジッター空間の，特異点を許

す定平均曲率1の曲面に対してリーマン
面上のある種の特異点をもつ双曲計量
が対応する．このような概念に一般的な
定 義 を 与 え （ extended hyperbolic 
metric) ，基本性質を調べるとともに曲
面論との関連を考察した． 

 また，ワイエルストラス型公式から得ら
れる曲面の一つであるミンコフスキー
時空の極大曲面（特異点をもつ極大曲
面；われわれの用語でいうと極大面）は
「極大面」の枠に入らない曲面に崩壊す
ることがある．一方，ミンコフスキー時
空の時間的極小曲面は，関数のグラフと
して表示すると，空間的極大曲面と同じ
微分方程式をみたすことがわかる．この
方程式（ゼロ平均曲率方程式）をみたし，
空 間的曲面から時間的曲面に変化する
ような曲面は，極大面の崩壊として現れ
る曲面を含む．このような具体例を構成
し，性質を調べることにより，この種の
曲面を含む極大曲面のクラスの設定へ
の足がかりとした． 
 

B) 曲面の大域的な挙動に関して 
 非コンパクトな波面の大域的な幾何学

を研究するには，リーマン多様体の完備
性の概念を特異点を持つ場合に拡張す
る必要がある．研究代表者たちが「完備」
と呼んでいる性質は（退化をゆるす）リ
ーマン計量に関して常に定義されるが，
一方，さまざまなクラスの曲面に対して
別の意味の完備性（弱完備性とよんでい
る）を導入してきた．これらの関係を考
察した．具体的な曲面にたいしてこれら
の関係を考察した． 

 ワイエルストラス表現公式を用いて，3
次元双曲空間の平坦波面のエンドの挙
動を考察した．完備，とくに特異点がエ
ンドに集積しない場合はすでに調べら
れており，回転面のエンドに漸近するこ
とが知られているが，弱完備かつ特異点
がエンドに集積する場合については，断
面に外（内）サイクロイドが現れること
が発見された． 

 フロントのガウス・ボンネ定理 （(E) 参
照）の一般化を行い，その応用として，
3 次元アファイン空間の曲面に対する等
積 Blaschke 法線の特異点に関する
Bleeker-Wilson 型公式を得た． 

 3 次元双曲空間の平坦曲面も（特異点を
もつが）ワイエルストラス型表現公式が
知られているクラスである．とくに弱完
備な平坦波面に対して双曲的ガウス写
像の値分布を調べ，像が有界となるもの
の存在を示した．このことは完備有界な
C3 の null curve の存在定理の応用と
して得られる． 

C) 曲面の分類に関して 
 特異点を許す曲面の分類問題の準備と

して，３次元双曲空間内の平均曲率１を



もつ trinoid（３つのエンドをもつある
種の曲面）の分類を与えた． 

 球面から2点を除いたリーマン面やトー
ラス上の extended hyperbolic metric 
を分類することにより，3 次元ド・ジッ
ター空間の CMC-1 2-noid の分類を行っ
た. 

D) 曲面の特異点の挙動に関して 
 3 次元ユークリッド空間およびリーマン

多様体への可微分写像の「交叉帽子」の
微分幾何学的性質を調べた．とくに標準
型を用いて特異点の微分幾何学的不変
量を定義し，それらのうちいくつかは内
的な不変量，またいくつかは外的な不変
量であることを示した．このことを示す
ために，ある種の交叉帽子の等長変形を
具体的に構成した． 

E) 特異点の微分幾何学に関して 
 曲面のカスプ辺に曲率の概念（特異曲

率）を導入し，それと曲面のガウス曲率
との関係を考察した．たとえば，ガウス
曲率が非負の波面のカスプ辺の特異曲
率が非正であることを示した．さらに特
異曲率を用いて，波面のガウス・ボンネ
の定理を確立し，その応用を与えた． 

 3 次元空間型の波面（フロンタル・フロ
ント）の内的定式化として連接接束・フ
ロンタル束・フロント束の概念を導入し，
この立場で波面とその単位法線ベクト
ル場の関係に対応するフロント束の双
対性とその応用を研究した．とくにガウ
ス・ボンネ（2 種類現れる）とその双対
という４つのガウス・ボンネの公式の応
用を与えた． 

 連接接束が空間型の超曲面として実現
されるための条件，すなわち「フロント
に対する超曲面論の基本定理」を得た．
たとえば，このことから特異点をもつ定
曲率曲面の実現定理を得ることができ
る． 

 これらの理論の高次元化の端緒として，
連接接束の特異点集合に曲率（主曲率）
を定義し，その挙動を調べた． 
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