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研究成果の概要（和文）：A から定まる半群環の微分作用素環の理論を応用することにより、
A-超幾何系が D-加群として既約であることと、パラメーターベクトルがノンレゾナントである
こととが同値であることを示した。その過程において、A-超幾何系を固定した時、その剰余既
約加群として現れる既約加群を全て求め、それが重複度１で現れることを示した。

A-超幾何系の既約な剰余加群の第１シジジー加群の有限生成系を計算する方法を示した。特
に、A から生成される半群が単体的かつスコアードのとき、具体的な有限生成系を与えた。

研究成果の概要（英文）：We have proved that an A-hypergeometric system is irreducible if
and only if its parameter vector is nonresonant, using the theory of the ring of differential
operators on an affine toric variety. In the course of the proof, we have determined the
irreducible quotients of an A-hypergeometric system.

We have presented a way of computing a finite system of generators of the first syzygy
module of an irreducible A-hypergeometric quotient. In particular, if the semigroup
generated by A is simplicial and scored, then an explicit system of generators has been
given.
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１．研究開始当初の背景
A-超幾何系は、超幾何関数のパラメータに

対応するだけ新たな変数を導入することによ
り定義された微分方程式系（D-加群）である。

超幾何関数は元来、関数論はもとより、表
現論、整数論、数理物理、統計学など様々な
分野で重要な役割を演じるものであり、さら
に、A-超幾何系の導入（及びその先駆の青本
和彦氏の研究）により、より多くの分野との

関連も明らかにされてきた。例えば、超平面
配置、ミラー対称性、整数計画法などである。

A-超幾何系の定義において変数を増やし
た最大の恩恵は、（トーラスによる）対称性が
明示的に表されることである。その結果、種々
の不変量が多面体の面などの組合せ論的な表
示が可能となる。

従って、D-加群の理論において A-超幾何系
は、代数幾何学におけるトーリック多様体や、
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可換環論における半群環と同様の役割を果た
す：即ち、十分多様な計算可能な族を提供す
る。よって、A-超幾何系は、他分野との関連
においても重要であるとともに、D-加群それ
自身としても極めて重要な存在である。

さて、パラメータベクトル b を持つ A-超幾
何系を M_A(b)と書くことにする。M_A(b)の
不変量に関する既知の結果の多くはパラメー
タに依らない場合か、パラメータがジェネリ
ックのときのものであった。しかし、真に興
味深いのはパラメータがレゾナントなときな
ので、パラメータがレゾナントなときの
M_A(b)の不変量の組合せ論的公式が問題と
なる。

２．研究の目的
本研究は、Gelfand, Kapranov, Zelevinsky

によって研究の基礎が築かれた超幾何微分方
程式系（A-超幾何系、または GKZ 超幾何系
という）について、特にレゾナントパラメー
タを持つ場合について、代数解析的、組合せ
論的に、その構造を明らかにすることを目的
とする。
パラメータベクトル b を持つ A-超幾何系

M_A(b)はホロノミー系なので組成列を持つ。
従って、「M_A(b)の組成列を求める」と「圏 O
の既約 D-加群の研究」が重要である。前者に
付随する問題として、M_A(b)の rank の公式
の完成や、A-超幾何イデアルのワイル閉包の
計算、また、後者に付随する問題として、既
約剰余加群の特性サイクルの組合せ論的記述、
既約剰余加群の関係式の生成系の具体的記述
なども目指す。
「ワイル閉包」はあまり広まっていない概

念なので、少し解説しておく。ワイル代数の
左イデアルのワイル閉包とは、その古典的解
空間を変えることなく最も微分方程式を増や
したものと定義される。従って、左イデアル
の古典的な解空間に注目するときの自然な概
念で、多項式環のイデアルの理論での「イデ
アルの根基」に相当すると言えよう。

３．研究の方法
研究組織のメンバー３人は全員札幌在住な

ので，定時および適宜インフォーマルなセミ
ナーを開き議論する。また、国内外の研究集
会に積極的に参加し、様々な研究者と議論し、
理論を進展させる。

計算機などを使い、例を多く計算し、一般
的場合を予想する。

A-超幾何系を含む自然な圏として、圏O（半
単 純 リ ー 代 数 の 表 現 論 に お け る
Bernstein-Gelfand-Gelfandの圏 O の類似、
A-超幾何系は Verma 加群の類似になる）が
ある。一方、A に付随するトーリック多様体
上の微分作用素環（A で生成される半群の半
群環の微分作用素環）を D(A)とすると、D(A)

上のある加群からなる圏 O も考えられる。
D(A)-加群の圏 O の方が構造は簡明である。
これら２つの圏 O の間には自然な函手があ
るので、この函手を用い、A-超幾何系を含む
圏 O の研究を行うことができる。

４．研究成果
（１）A-超幾何系はパラメーターベクトルが
ジェネリックなときは D-加群として既約で
あるが、一般には既約でない。以前、圏 O
における既約加群を分類した：標数 0 の基礎
体を K とする。このとき、A で生成される錐
の面τと K(A∩τ)/Z(A∩τ)の元λに対し、
既約加群 L(τ,λ)が定まり、圏 O における既
約加群は全てこの形である。
この研究を踏まえ、A-超幾何系を固定した

とき、その剰余既約加群として現れる既約加
群を全て求め、それが重複度１で現れること
を示した。
具体的に書こう。まず、パラメータベクト

ル b と面τに対し、有限集合 E_τ(b)を以前
定義した：E_τ(b):={ λ∊K(A∩τ)/Z(A∩
τ)|b-λ∊NA+Z(A∩τ)}。これを用いて、有
限集合 E(b)を E(b):={(τ,λ)|λ∊E_τ(b)}と
定義する。このとき、E(b)には自然な半順序
が入る。次の定理を証明した：
定理：(τ,λ)が E(b)の極小元であるとき、

既約加群 L(τ,λ)は A-超幾何系 M_A(b)の剰
余加群になり、また、このときに限る。さら
にこのとき、M_A(b)から L(τ,λ)への D-加
群準同型写像のなすベクトル空間は１次元で
ある。
また、この定理を用いて、A-超幾何系が

D-加群として既約であることと、パラメータ
ーベクトルがノンレゾナントであることとが
同値であることを示した：これは、Gelfand
等 が A か ら 定 ま る 半 群 環 が
Cohen-Macaulay のときに偏屈層を使った議
論で示していたが、今回は Cohen-Macaulay
という条件なしで、A から定まる半群環の微
分作用素環の理論を応用することにより示し
た。

（２）圏 O における既約加群 L の多重斉次
な nonzero 元を v とする。I を v のワイ
ル代数 D における零化イデアル（I を L の
第１シジジー加群という。）とすれば、L は
D/I と表せる。I の有限生成系を具体的に求
めるという問題について考察した。
明らかな生成元の他にどのウェイト空間か

ら生成元をとれば良いかを A から生成され
る錐の面を使った言葉で明らかにした。これ
により、I の生成系を通常の可換なグレブナ
ー基底の理論を用いて計算することができる。
また、A から生成される半群がスコアードの
とき、ある面に関する生成系が、余次元１の
面に関する生成系で生成されるための十分条



件を求め、さらに A から生成される半群が単
体的かつスコアードのとき、有限生成系を具
体的に記述した。

（３）A-超幾何系の重要な例として青本
-Gelfand 系があるように、超平面配置の理論
と A-超幾何系の理論とは密接な関連がある。
超平面配置の理論においては斉次１階の微分
作用素（derivation）のなす加群の構造、と
くに自由性が多くの研究者により研究されて
きた。しかし、高階の微分作用素については
あまり研究されていない。北海道工業大学の
奥山豪（連携研究者）、北海道大学の中島規
博氏とともにジェネリックな超平面配置につ
いて、斉次高階の微分作用素のなす加群の自
由性を決定し、自由でない場合は極小自由分
解 を 構 成 し た 。 こ れ は １ 階 の と き の
Yuzvinsky 氏の結果の一般化である。また、
関連して、m-jet 加群の transpose の極小自
由分解も構成した。これは１階のときの Rose
氏と寺尾宏明氏による結果の一般化になって
いる。
もう少し具体的に述べよう。n 次元ベクト

ル空間における r 枚の超平面からなるジェネ
リックな超平面配置を考える。D(m)をこの超
平面配置に関する m 階斉次微分作用素の成
す S-加群とする。ここで、S は n 変数多項式
環である。Holm により、n=2 なら、全ての
m について、D(m)は自由 S-加群である；n>2,
r>n, m=r-n+1 なら，D(m)は自由 S-加群であ
る；n>2, r>n, m<r-n+1 なら D(m)は自由 S-
加群でない；が既に示されてあった。さらに
Holm は、n>2, r>n, m>r-n+1 のとき D(m)
は自由 S-加群であろうと予想していた。また、
自由でない n>2, r>n, m<r-n+1 の場合、
Snellman によりベッチ数の予想がされてあ
った。
本研究では Holm の予想を肯定的に示し

た；即ち，n>2, r>n, m>r-n+1 のとき D(m)
が S-加群として自由であることを示した。続
いて、D(m)が自由でない場合、即ち n>2, r>n,
m<r-n+1 のとき、組み合わせ的方法で（m=1
のときの Yuzvinsky の方法を一般化するこ
とで）S-加群 D(m)の極小自由分解を具体的
に与えた。その結果、この場合の Snellman
によるベッチ数の予想も正しいことが分かっ
た。

（４）A-超幾何系を定義する左イデアル（A-
超幾何イデアル）のワイル閉包に関する先行
する研究としては Matusevich によるものが
あり，パラメータが‘very generic’なら A-
超幾何イデアルのワイル閉包が自分自身に一
致する（ Weyl closed である）ことが示され
ている。その証明の過程で Matusevich は、
A-超幾何級数が fully supported であるとい
う概念を定義し、パラメータがレゾナントで

なく、さらに fully supported な A-超幾何級
数解を持てば A-超幾何イデアルは Weyl
closed であることを示した。
本研究では、まず、A が斉次のとき、パラ

メータがレゾナントでないという仮定を少し
弱めた条件の下、fully supported な A-超幾
何級数解を持てば A-超幾何イデアルは Weyl
closed であることを示した。また、A が斉
次のとき、A-超幾何イデアルが Weyl closed
なら fully supported な A-超幾何級数解を
持つことも示した。従って問題となるのは、
パラメータがレゾナントで上で掲げた「少し
弱い条件」を満たさないときと、 fully
supported な A-超幾何級数解を持たない場
合である。これらの点に関して A が２行か
らなる行列の場合に詳しく計算した。

（５）グロモフ‐ウィッテン不変量のミラー
対称性を用いた計算において重要な役割を果
たすミラー写像についての幾何学的研究を行
った。ミラー写像は、もともとミラー対称性
から導かれる超幾何微分方程式の解を用いて
構成されるものであったが、秦泉寺雅夫（研
究分担者）はこのミラー写像を、ある特殊な
コンパクト化を行って得られるモジュライ空
間の交点数（グロモフ‐ウィッテン不変量の
類似物）の母関数として構成する方法を与え
た。この構成を用いて、複素射影空間の超曲
面に対するミラー予想を次数の低い有理曲線
の場合に初等的に証明した。
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