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研究成果の概要（和文）：定常反復法である Gauss-Seidel 法に対する新たな効果的な前処理行

列の提案と比較定理の導出を行った．前処理行列は係数行列の一部の要素を用いており，2 つ

の前処理を組み合わせた効果的な手法について考察を行った．定常反復法のハイブリット法と

して SOR-like 法を BiCG-Stab 法の前処理として利用する方法を提案した．係数行列の対角に

零要素を持つ場合と持たない場合に対しての最適なパラメータを多くの数値実験から導いた． 

 

研究成果の概要（英文）：We have proposed new effective preconditioner for the regular 

iterative method and proved the comparison theorem of its method. The preconditioned 

matrix uses some elements of the coefficient matrix, and we studied the effective 

technique of having combined two pretreatments. Furthermore, we proposed the SOR-like 

method as a preconditioner of the krylov subspace method. We showed the numerical results 

of SOR-like-CGS and SOR-like-BiCGStab. 
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１．研究開始当初の背景 

（1）差分法及び有限要素法で生成される対

角優位な sparse 行列をもつ線型方程式に対

しての解法として，SOR 法を代表する定常反

復法と CG 法のクリロフ部分空間法が適用で

きる．問題は比較的解きやすい問題であり，

クリロフ部分空間法に分類される多くの解

法のいずれかを利用することで，解くことが

できる．ただし，最適な解法と前処理の設定

については多くの課題が残されている． 

（2）境界要素法などで生成される非対角優

位で非対称な dense 行列をもつ問題に対して

は，最適な解法を決定することは困難である．

定常反復法は収束定理が示されてないが，場

合によって収束することがあることが知ら

れている．クリロフ部分空間法についても適

切な方法は決定できない状況である． 

（3）その他の非対称かつ非対角優位行列に

対しては，問題によって，解ける場合と解け

ない場合があり，安定して解ける方法は提案
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されていない． 

 

２．研究の目的 

（1）定常反復法は対角優位な問題に対して

収束定理が既知であり，対角優位の度合いが

高ければ，少ない反復回数で収束することも

固有値の関係から明らかである．そこで，与

えられた問題の行列に対して，適切な前処理

を行うことで，対角優位度を高くしたり，非

優対角行列を優対角化したりすることで，効

果的な前処理付反復法の導出が可能となる．

行列の対角優位の度合いを良くすることが

できる前処理行列を求めることを研究の目

的とする． 

 

（2）定常反復法に比べて，クリロフ部分空

間法と呼ばれる非定常反復法は収束する場

合はより早く収束することが知られている．

また非定常反復法の多くはその収束過程で

見られる残差ベクトルのノルムが不規則で

あり，反復の途中にて収束するかどうかが不

明である．これらの理由から非定常反復法に

対して，定常反復法を組み合わせることで，

安定し高速な解法が得られると考える．そこ

で，定常反復法と非定常反復法のハイブリッ

ト法の開発を目的とする． 

  

３．研究の方法 

各年度の研究方法は次の通りである． 

（１） １年目（平成２１年度） 

① 既存の前処理行列に対する詳しい分

析を行い，前処理行列を組み合わせる

ことで得られるより効果的な前処理

について議論を行う． 

② 超大型行列へ適用可能な前処理行列

の開発について検討を行う． 

③ CG 系列の前処理として，係数行列の一

部を用いた方法について検討をする． 

④ 具体的な適用問題として，海水の汚染

物質の拡散問題を扱うシミュレーシ

ョンについての数値実験を行う． 

 

（２）２年目（平成２２年度） 

① 係数行列の上三角と最下行要素を用

いた前処理の開発と数学的妥当性の

証明を行う． 

② 非対称密行列に対する前処理の効果

についての検証を行う． 

③ 係数行列の一部を用いた前処理を適

用した CG 法の数値実験による比較を

行う． 

④ 非定常反復法と組み合わせる反復法

として SOR-like 法の数値的検証を行

う． 

 

（３）３年目（平成２３年度） 

① 移流拡散問題に対してのハイブリッ

ド法の数値実験を行う． 

② MatrixMarket を利用した数値実験を

行う． 

③ SOR-like 反復行列を構成する要素を

前処理した場合の数値的検証を行う． 

④ BiCGStab 法に対して SOR-like 法を前

処理として利用したハイブリット法

の検証を行う． 

 

４．研究成果 

（１）前処理行列の効果と比較定理について 

 前処理の組み合わせとして，効率的な手法

について研究を行った．使用した基本的な前

処理の説明を表１に示す． 

 

表 1 基本前処理の説明 

記号 備考 

Ps 上双対角要素で構成 

Pm 上対角要素の各行で絶対値最大の要

素で構成 

Pc １列目の要素で構成 

Pr 最下行の前処理 

 

表１に示した前処理を組み合わせる方法に

は２通りあり，同時に利用して前処理行列を

構成する方法と一つの前処理を行った後に，

さらに前処理を行う方法である．前者を＋で

表記し，後者をその順序で→で表記する．

H-matrix のテスト行列に対する前処理効果

の比較を表２に示す．前処理効果としては，

前処理を行わない Gauss-Seidel 反復行列の

スペクトル半径と比較して，平均的に減少し

た割合を表示しており，より小となった場合

は効果的であるといえる． 

 

表 2 前処理の比較と最適 SOR 法 

前処理パターン 効果(最小値) 

Ps ７５%（６１％） 

Pm ７５％（６９％） 

Pc ８４％（７７％） 

Pr ７９％（６３％） 

Ps＋Pm ５４％（３０％） 

Ps→Pm ４８％（２５％） 

Pc→Ps ５３％（３５％） 

Ps→Pc ５６％（４４％） 

Ps＋Pr ５５％（３０％） 

最適 SOR 法 ６２％（４９％） 

 

表２に示したように，Ps を行った後に Pm を

適用した場合，スペクトル半径が最小となる

結果が得られた．SOR 法以外はいずれも反復

法として Gauss-Seidel 法を用いた結果であ

る．全体的にシンプルなアルゴリズムである

が，最適な SOR 法よりも優れていることを数

値実験で示した．この結果は，論文で示され



 

 

たテスト行列を参考に得られた結果であり，

おおまかな目安である． 

具体的な問題として，移流拡散問題に対し

て行った結果も同様であり，Ps→Pm の方法が

最良の結果となった．研究成果として雑誌論

文の①③④⑤⑥，学会発表として，①で行っ

た． 

 

（２）SOR-like 法を元にしたハイブリット法

について 

非優対角行列に対して SOR法などのこれま

での手法は適用できない．そこで，SOR-like

法に着目し研究を行った．SOR-like 法は非優

対角問題においても対角に零要素を持つ問

題に対してさらに効果をもつ方法である．対

角の要素を補完する形で SOR-like 法は構成

され，その補完のためのパラメータ行列と，

もともとの SOR 法のパラメータの 2つを決定

する必要がある．本研究では係数行列の各行

の対角優位性を利用し，対角分離要素を決定

し，さらに対角に零要素を含む場合には 0.02

と含まない場合は 0.45 を用いることで，ほ

ぼ最適なパラメータであることを数値実験

から導出した．テスト行列として Matrix 

Market を利用した結果を表３に示す．扱った

問題は３００種類程度であるが，行列の次数

が５００未満とそれ以上の行列に分けて，反

復計算全体にかかった CPU時間を前処理なし

の CGS 法を１として比較した結果を示した．

前処理として ILU(0)法と SOR-like 法を用い

た結果である． 

 

表 3 CGS 法に対する前処理の効果 

規模 ILU(0)-CGS SORlike-CGS 

500 未満 0.42 0.61 

500 以上 0.54 0.49 

 

５００未満の問題に対しては，一般に使わ

れている ILU（0）前処理が効果的であるが，

次数が増えた場合は，演算量が増加している

ことがわかる．Matrix Market で利用した行

列で最大は１万 7 千次元程度である．

SOR-like 法は次数が大きくなった場合に効

果的に働いている結果が得られた．図 4 に

Fidap036（次数 3079）に対する収束履歴を示

す．横軸が反復回数で，縦軸が残差ノルムを

対数表示したものである．FIDAP は有限要素

法を離散化することで得られる問題を元に

作られたテスト行列である．比較のために反

復法として CGS 法と BiCGSTAB 法に対して

ILU(0)と SOR-like の前処理を施した結果で

ある．SOR-like 前処理法を用いた場合，反復

回数が多くかかっているが，全体にかかった

CPU 時間は減少している． 

SOR-like 前処理を用いた Krylov 部分空間

法をハイブリット法と定義し，数値実験を行

ったが，Matrix Market で提供されている問 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

題はその多くが非優対角行列であり，表３と

図４に示したように効果的であることが示

された．さらに，対角に零要素を持つ場合は，

前処理なしの CGS法が収束しない場合がある．

そこで，ILU(0)前処理付 CGS 法に対する CPU

時間の比較結果を表 5 に示す． 

 

表 5 対角零要素を持つ問題の比較 

規模 

SOR-like 前処理付 

CGS 法 BiCGSTAB 

500 未満 1.33 1.37 

500 以上 0.57 0.73 

 

同様に，500 以上の問題に対して計算時間が

減少し，効果的であることが示された．  

これらの結果を雑誌論文として②に一部

触れており，学会発表として，②③④⑤で行

った． 
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