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研究成果の概要（和文）：ランダムなポテンシャルをもつシュレディンガー作用素の典型的性質として状態密度関数が
指数的に立ち上がることが知られているが、本研究ではこの挙動がランダムネスとポテンシャルの強さに応じてどの様
に変わるかを明らかにした。また更によく知られた性質であるアンダーソン局在の数学的証明を磁場が基本的で自然な
確率場であるガウス型確率場となっている場合に一般化した。

研究成果の概要（英文）：One of the typical properties of the random Schroedinger operators is that the den
sity of states decays exponentially. In our work, we reveal the transition of this behavior as the variati
on of the strength of the randomness and the potential. Another typical more well- known property is the A
nderson localization. In our work, we extend the mathematical proof of the existence of this localization 
to the case that the magnetic field is a Gaussian random field, which is the most fundamental and natural 
random field.
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１． 研究開始当初の背景 
 
本研究の研究成果は主に次の２つにまとめ
られる： 
(1) 状態密度関数の立ち上がり方に関する結

果 
(2) ランダム磁場によるアンダーソン局在の

数学的証明 
 
(1) に関しては 1977 年に中尾慎太郎(金沢大 
学)が Donsker-Varadhan の理論によってポ
アソンモデル、即ちポアソン点配置の各点を
中心にポテンシャルを置いたモデルにおい
てポテンシャルが非負値でその減衰が早い
場合に状態密度関数の最低エネルギーから
の立ち上がり方を決定し、これが量子力学的
に決まっていることを示した。同年 Pastur 
(ウクライナ)がポテンシャルの減衰が遅い場
合にも決定し、これは古典力学的に決まって
いることを示した。更に 1981 年に大倉弘之
(京都工芸繊維大学)が臨界減衰の場合、即ち
先の２つの場合の変わり目に相当する場合
において立ち上がり方を決定し、これには量
子力学的寄与も古典力学的寄与も現れるこ
とを示した。更に 2 次元のポアソンモデルに
一様磁場がかかっている場合には 1995 年の
Broderix, Hundertmark, Kirsch, Leschke 
( ドイツ ) の研究と 1999 年の , Hupfer, 
Leschke, Warzel(ドイツ)の研究によってポ
テンシャルの減衰が遅い場合に決定され、こ
れは古典力学的に決まっていることが示さ
れた。同様の設定でポテンシャルの減衰が早
い場合に対しては 1998 年の Erdös(ドイツ)
の研究によって決定され、これは量子力学的
に決まっていることが示され、臨界減衰の場
合に対しては 2001 年の Erdös の研究によっ
て決定され、これには量子力学的寄与も古典
力学的寄与も現れることが示された。また 3
次元のポアソンモデルに一様磁場がかかっ
ている場合には 2003 年に Hundertmark, 
Kirsch, Warzelがポテンシャルの減衰が遅い
場合に決定し、これは古典力学的に決まって
いることが示した。同様の設定でポテンシャ
ルの減衰が早い場合については Kirsch, 
Leschke, Warzel が決定し、これは量子力学
的に決まっていることを示したと Kirsch, 
Metzger (ドイツ) の 2007 年の解説書で述べ
られているが証明は公表されていない。ポテ
ンシャルが非正値の場合に対しては 1977 年
に Pastur がマイナス無限大から立ち上が
ってくる状態密度関数の挙動を決定し、これ
が古典力学的に決まっていることを示した。 
一方、本研究の研究協力者である福島竜輝

(京都大学)が 2007 年頃からポアソンモデル
と周期的モデルの中間的な媒質、即ちポテン
シャルを格子点からランダムにずらしたモ
デル(以下ランダム移動モデルと略称)を研究
し始め、各ポテンシャルの台がコンパクトの
場合に、状態密度関数の最低エネルギーから
の立ち上がり方のオーダーを決定し、これは

量子力学的に決まっていることを示し、ポア
ソンモデルにおけるオーダーがランダムネ
スの強さに応じてどの様に変遷するかを明
らかにしていた。 
そこで本研究代表者は福島竜輝と共同で

ランダム移動モデルにおいてポテンシャル
の台がコンパクトでない場合の研究を始め、
ポテンシャルの減衰に応じて状態密度関数
の立ち上がり方がどの様に変遷するかを明
らかにしつつあった。 
 
(2) に関しては 2000 年に中村周(東京大学) 
がかなり一般的なランダム磁場において状
態密度関数の最低エネルギーからの立ち上
がり方が遅いことを示し、 2002 年に 
Hislop(アメリカ )と  Klopp (フランス )が 
Wegner 型評価を与え、これがアンダーソン
局在の数学的証明につながると述べていた
が、当時の Wegner 型評価はベクトルポテン
シャルが小さい確率場で摂動されたとき、そ
れによって広がったスペクトルの 1部分だけ
を評価する非常に制限されたものであった
のでアンダーソン局在へのつながりは明確
にされていなかった。そこで本研究代表者は
2008 年に特殊なランダム磁場において先の
理論がアンダーソン局在の数学的証明に確
かにつながっていることを明らかにした。他
に対応する離散系のモデルでは 2008 年に 
Klopp, 中村周、中野史彦(学習院大学)、野村
祐司(愛媛大学)の結果があった。 
 2010 年頃から Erdös, Hasler (ドイツ)が
扱えるランダム磁場のクラスを大幅に拡張
した。その方法は従来の固有値の確率変数に
関する単調増加性によって確率空間上の１
回部分積分だけで Wegner 評価を導出する
方法ではなく固有値の確率変数に関するヘ
ッシアンの非退化性を示して、確率空間上の
２回部分積分によって Wegner 評価を導出
する、自然な方法によるものであったが、そ
の非退化性を示すことは難しく、磁場にはま
だ特殊な条件が必要であった。 
 
２． 研究の目的 
 
(1)に関しては状態密度関数の最低エネルギ
ーからの立ち上がり方に関するポアソンモ
デルでの結果をランダム移動モデルに拡張
してその立ち上がり方がランダムネスの強
さに応じてどの様に変遷するかを明らかに
することである。 

 
(2)に関してはErdös, Hasler によるWegner 
評価とこれによるアンダーソン局在の数学
的証明を基本的で自然なガウス型ランダム
磁場に拡張することである。 
 
３．研究の方法 
 
(1)に関しては主に２つの方法がある。一つは
状態密度関数の  Laplace-Stieltjes 変換を 



Feynman-Kac-伊藤の公式を用いて汎関数積
分表示し、それを評価する方法、もう一つは
Dirichlet-Neumann 法を用いて有限領域上
に制限された作用素の最小固有値の評価に
帰着する方法である。この２つの方法を基本
として、評価のための様々な工夫を加える。 

 
(2)に関してはガウス型確率場に対する
Malliavin 解析で培われた方法を用いる。 
 
４．研究成果 
 
(1)に関して本研究代表者は福島竜輝との共
著論文[Ann. Henri Poincaré, 11 (2010)]にお
いて次のことを証明した：ランダム移動モデ
ルにおける状態密度関数の最低エネルギー
からの立ち上がり方に関して、ポテンシャル
が非負値でその減衰が遅い場合にこの立ち
上がり方を決定し、これが古典力学的に決ま
っていることを示した。またポテンシャルの
減衰が速い場合にはこの立ち上がり方のオ
ーダーを決定し、これは量子力学的に決まっ
て い ること を 示した 。 これは 福 島 が
Sznitman の粗視化の方法に基づいて示して
いたポテンシャルの台がコンパクトの場合
の結果の Dirichlet-Neumann の方法による
別証明も含んでいる。臨界減衰の場合は部分
的に量子力学的寄与が現れることを示した。
またポテンシャルが非正値の場合に状態密
度関数のマイナス無限大からの立ち上がり
方を決定し、これが古典力学的に決まってい
ることを示した。以上の結果は全てポアソン
モデルでの結果がランダムネスの強さに応
じて変遷する様子を明らかにしている。 
 更に続編である本研究代表者と福島竜輝
と の 共 著 論 文 [Journal of Functional 
Analysis, 260 (2011)] で は 先 の 結 果 と
Sznitman の粗視化の方法によりランダム移
動モデル上の放物型アンダーソン問題の長
時間挙動の評価を与え、アンダーソン局在に
関係する間欠性(intermittency)と呼ばれる
性質の現れ方を一般論よりも詳しく明らか
にした。 
 次に論文[Markov Processes and Related 
Fields, 17 (2011)]では 2 次元と 3 次元のラン
ダム移動モデルに一様磁場がかかっていて
ポテンシャルが非負値でその減衰が遅い場
合に状態密度関数の最低エネルギーからの
立ち上がり方を決定し、これは古典力学的に
決まっていることを示した。 
更に論文 [RIMS Kôkyûroku Bessatsu, 

B27 (2011)]では同様の設定でポテンシャル
の減衰が速い場合に立ち上がり方を評価し、
部分的に量子力学的寄与が現れていること
を示した。 

 
(2)に関しては論文[Journal of Functional 
Analysis, 263 (2012)]で Erdös, Hasler によ
る Wegner 評価とこれによるアンダーソン
局在の数学的証明を基本的なガウス型確率

場を磁場に持つ場合に拡張した。 
 
 論文[数学, 66 (2014)]では以上の結果の大
部分について解説した。 
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