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研究成果の概要（和文）：区分的定数経路による時間分割近似法を用いて、相空間 Feynman 経

路積分が数学的に厳密な意味を持つ２つの一般的な汎関数のクラスを与えた。各々のクラスは

和、積、平行移動、線形変換、汎関数微分に関して閉じている。さらに、使用する際に注意が

必要であるが、その相空間経路積分において、積分や極限との順序交換、平行移動や直交変換

における自然な性質、汎関数に関する部分積分、Hamilton 型の準古典近似を証明した。 
 
研究成果の概要（英文）： Using the time slicing approximation via piecewise constant paths, 
we gave two general classes of functionals for which the phase space Feynman path 
integrals have a mathematically rigorous meaning. Each class is closed under addition, 
multiplication, translation, linear transformation and functional differentiation. 
Furthermore, though we need to pay attention for use, we proved the interchange of the 
order with some integrals and some limits, natural properties under translation and 
orthogonal transformation, the integration by parts with respect to functional 
differentiation, and the semiclassical approximation of Hamiltonian type in the phase 
space path integrals. 
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１．研究開始当初の背景 

1948 年、R. P. Feynman は Schrödinger 方程

式の基本解の積分核を経路積分の形で表現

した。Feynman は経路積分をすべての経路に

関する新しい和であると主張し、有限次元積

分の極限として説明した。この方法は現在、

時間分割近似法と呼ばれている。さらに

Feynman は一般的な汎関数を振幅とする経路



積分を考え、経路積分と汎関数微分からなる

経路空間上の新しい解析学を提案し、

Hamilton 形式による量子力学に Lagrange 形

式による量子力学という新しい視点を与え

た。また一方で Feynman は Hamilton 型の経

路積分も提案した。しかし、1960 年、R. H. 

Cameron は経路積分の測度が数学的には存在

しないことを証明した。また、Hamilton 型の

経路積分は、物理的にも不確定性原理があり、

位置と運動量の経路という定義そのものに

曖昧さがあり、可能となる演算も曖昧である。 

 

２．研究の目的 

本研究課題においては、区分的定数経路を用

いて、Hamilton 型経路積分が存在する一般的

な汎関数のクラスを数学的に定義し、

Hamilton 型経路積分で可能となる演算を数

学的に明確化する。区分的定数経路は近似と

して荒いが単純であるため、不確定性原理に

関わらないように基本的な汎関数の一部を

排除すれば、和、積、経路の平行移動や線形

変換、汎関数微分など多くの演算に関して閉

じたクラスを定義することが可能であろう。

さらに、そのHamilton型経路積分において、

積分や 極限との順序交換定理、経路の平行

移動や直交変換に関する性質、汎関数微分に

関する部分積分、準古典近似など可能となる

演算とその条件を数学的に明確化する。 

 

３．研究の方法 

まず、区分的定数経路による Hamilton 型経

路積分の時間分割近似法の多重振動積分を

直接扱う方法を開発し、時間分割近似法が広

義一様収束する汎関数の条件を求めた。 

次に、時間分割近似法が広義一様収束する汎

関数の条件を、和、積、経路の平行移動や線

形変換、汎関数微分などに関して閉じるとい

った数学的演算の観点から２つに分けて書

き直し、一般的な汎関数の２つのクラスを構

成した。 

さらに、その Hamilton 型経路積分におい

て、積分や極限との順序交換定理、摂動展開、

Hamilton 型の準古典近似、経路の平行移動や

直交変換における自然な性質、汎関数微分に

関する部分積分などのうち、証明できる演算

を証明し、可能となる演算を数学的に明確化

した。 

 

４．研究成果 

（１）区分的定数経路による時間分割近似法

を用いて、一般的な汎関数を振幅とする相空

間（Hamilton 型）経路積分が存在する一般的

な汎関数の２つのクラスを与えた。厳密に言

えば、各々のクラスに属する汎関数を振幅と

する相空間経路積分の区分的定数経路によ

る時間分割近似法が、位置経路の終点と運動

量経路の始点に関して広義一様収束する。こ

の２つの汎関数のクラスは、不確定原理に関

わらないように基本的な汎関数の一部を排

除しているため、和、積、経路の平行移動や

線形変換、汎関数微分といった演算に関して

閉じている。このため、相空間経路積分可能

な多くの汎関数を創ることができる。さらに

応用として、不確定性原理を避けるため使用

する際には注意が必要であるが、この相空間

経路積分において、時間に関する積分や極限

との順序交換定理、経路の平行移動や直交変

換に関する自然な性質、汎関数微分に関する

部分積分、Hamilton 型の準古典近似が成立す

ることを示した。この結果は論文②として発

表した。 

 

（２）（前回から継続してきた研究として）

熱方程式に対して時間分割近似法を用いて、

なめらかな汎関数微分をもつ経路積分が存

在する一般的な汎関数のクラスを与えた。厳



密に言えば、ガウス過程に対応する経路積分

の時間分割近似法が、経路の始点と終点に関

して広義一様収束する一般的な汎関数のク

ラスを与えた。このクラスは、基本的な汎関

数を含み、和、積、経路の平行移動や線形変

換、経路に関する汎関数微分といった演算に

関して閉じている。このため、経路積分可能

な多くの汎関数を創ることができる。さらに

応用として、そのガウス過程に対応する経路

積分において、Riemann 積分や極限との順序

交換定理、微分積分学の基本定理、経路の平

行移動や直交変換に関する自然な性質、汎関

数微分による部分積分や Taylor 展開を証明

した。この結果は論文④として、ようやく発

表できた。 
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