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研究成果の概要（和文）：本研究では，自由確率論，量子確率論，作用素・行列解析の３つの路

線から研究を行い，多方面にわたって成果を得た．自由確率論においては，自由エントロピーと

自由フィッシャー情報量に関連する研究を行った．量子確率・量子情報の分野では，量子相対エ

ントロピー，量子仮説検定，単調リーマン計量について研究した．また，行列解析の分野では，

作用素単調・凸関数，行列のトレースおよびノルム関数，作用素平均と対称(反)ノルムなどに関

連して種々の研究を行った． 

 

研究成果の概要（英文）：In the course of this research project we obtained various results in 

the three subjects of free probability, quantum probability and operator/matrix analysis. 

We studied free probability theory related to free entropy and free Fisher information. In 

quantum probability and quantum information, our study was directed to quantum 

relative entropy, quantum hypothesis testing and monotone Riemannian metrics. Several 

results in matrix analysis were also obtained concerning operator monotone and convex 

functions, matrix trace and norm functions, operator means and symmetric (anti) norms, 

etc. 
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１．研究開始当初の背景 

(1) D.Voiculescu が創始した自由確率論は

1990-2000 年代を通し非常な発展を遂げた．

代表者の日合は多変数の非可換確率変数が
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作る C*-環の枠組で自由圧力を導入し，その

ルジャンドル変換と多変数自由エントロピ

ーとの関係を解明し 2005 年に発表した．こ

れが自由確率論における統計力学的な変分

原理を本格的に考察した最初である．日合-

植田は 2008 年に射影作用素に対する自由エ

ントロピーについて，ユニタリ軌道アプロー

チという新しい方法で成果を上げたので，こ

の方法を一般の非可換確率変数に拡張し変

分原理の観点から研究することを意図した． 

(2) 自由確率論より以前から研究されてき

た非可換確率論として量子確率論があり，そ

れを基礎とする量子情報理論が 1995 年頃か

ら爆発的に発展した．代表者は Petz（ハンガ

リー）と共著で 1991 年に量子 Stein の補題

を証明し，量子情報の発展の先鞭をつけた．

この研究状況から，自由確率論と量子情報を

接合するような研究を一つの目標とした（し

かし，この目標は必ずしも成功していない）． 

(3) 自由確率論でも通常の量子確率論でも行

列が重要な役割を果たす．自由確率論では非

可換確率変数の近似モデルとしてランダム行

列が使われるが，量子確率論では行列環その

ものが理論の枠組みである．これらの数学的

基礎である作用素・行列解析に固有の問題に

ついても研究することを意図した． 

 

２．研究の目的 

(1) 本研究の当初の目的は，非可換確率変数

に対するランダム行列近似の方法を駆使し

て，エントロピーとフィッシャー情報量に関

係する種々の不等式の自由確率アナロジー，

およびエントロピーと圧力関数の間のルジ

ャンドル変換に基づく変分原理の自由確率

アナロジーを研究することであった． 

(2) 研究にあたっては，（自由確率論を含む）

非可換確率論，特に量子情報理論とその数学

的基礎である作用素・行列解析に関する問題

について不等式の観点からの研究も意図し

た． 

(3) 量子情報理論では，量子相対エントロピ

ーを一般化した相対エントロピー的な種々

の量を考察し，量子仮説検定や量子情報路容

量の問題への応用を目指した．作用素・行列

解析としては，作用素の平均と関連した作用

素のノルム不等式や作用素単調関数・作用素

凸関数についての研究を目指した． 

 

３．研究の方法 

(1) 当初の最重要課題であった自由確率論

における自由エントロピーと自由フィッシ

ャー情報量に関する不等式と変分原理の研

究では，連携研究者と植田氏（九大）と共同

研究を行った．論文(18), (19)がその成果で

ある．  

(2) 2006 年 11 月から２年間外国人特別研究

員として代表者が受け入れた Milan Mosonyi

氏（ハンガリー）とは，引き続き本研究機関

を通して共同研究を行い，量子情報の分野で

論文(8), (10), (14)の成果を得た． 

(3) 2010 年 9〜12 月と 2011 年 3 月〜4 月に

フランス CNRS 教授として，フランシェ・コ

ムテ大学（ブザンソン）に赴任し，J.-C. 

Bourin氏および U. Franz 氏と共同研究を行

ったことは，本研究を進める上で非常に生産

的であった．論文(4), (9)はその成果であり，

他に投稿中の論文もある． 

(4) 2010年のブザンソン滞在中に１ヶ月半の

間，ストックホルムの Mittag-Leffler 研究

所で開催された Quantum Information Theory

に関する研究プログラムに参加し，D. Petz

氏，M. Mosonyi 氏や M.B. Ruskai 氏（米）

と議論できたことは有意義であった．論文

(1), (3), (5), (6), (8)のアイデアはその

ときに得られた． 

 



４．研究成果 

(1) 日合・幸崎・Petz・Ruskaiは，量子情報

幾何で基本的な単調計量と関係して半直線上

の作用素凸関数に対して定義される線形写像

の完全正値性について，正定値関数の概念と

フーリエ変換の技法を用いて研究した． 

(2) Audenaert・日合は，行列のベキ平均の間

の不等式が成立するため必要十分条件を決定

した． 

(3) 日合は，Wigner-Yanase-Dyson歪情報量の

凸性問題に端を発した Lieb-安藤の凹凸性が

最終的にどんな形まで拡張されるかを考察し

た． 

(4) Franz（仏），Ricard（仏）との共同研究

により，作用素・行列解析で有用な作用素単

調・作用素凸関数の理論を高階の場合へ拡張

し，関数カリキュラスの k 階微分の正値性と

関連する k-調関数に対するいくつかの特徴

づけを与えた． 

(5) 日合・Petz は，量子情報理論で重要な

f-ダイバージェンス，単調計量，量子共分散，

χ2-ダイバージェンスなどの性質が，擬エン

トロピーを用いて統一的に導かれることを

示した． 

(6) 日合・Petzは，正定値行列のなす多様体

の上に，平均関数のベキで与えられる核関数

によって定義されるリーマン計量について

研究した．これらのリーマン計量の等距離構

造を調べ，測地距離と測地最短線の収束性を

考察した． 

(7) 日合・佐野は，(0,∞)上の関数に対する

行列凸性と行列単調性を Loewner行列の条件

付き負定値性と条件付き正定値性により特

徴づけた．有限区間(a,b)上の行列単調関数

についても同様な特徴づけを与えた． 

(8) 日合・Mosonyi・Petz・Bény は，量子相

対エントロピーや Rényi相対エントロピーを

含む量子 f-ダイバージェンスの劣確率写像

の下での単調性とその等号条件について研

究した．そのために，(0,∞)上の作用素対数

凸関数に対する新しくて有用な積分表示を

見つけた． 

(9) Bourin・日合は，半正定値行列の（ユニ

タリ不変）対称ノルムに関するいくつかの劣

加法性を示すとともに，反ノルムの概念を用

いて，Minkowski の行列式不等式の拡張であ

る優加法性を示した． 

(10) Mosonyi・日合は，量子α-相対エント

ロピーが一般化されたカットオフ・レイトで

表されることを示し，量子α-相対エントロ

ピーの直接的な操作的解釈を与えた．さらに

α-相対エントロピーによって定義される

Holevo 容量のいくつかの一般化について考

察した． 

(11) 安藤・日合は，(0,∞)上の作用素対数

凸関数の概念を導入し，それが作用素単調減

少関数と同値であることを示し，さらにそれ

と同値な作用素平均と関連するいくつかの

性質を与えた．作用素対数凹関数についても

同様に考察した． 

(12) 日合は，作用素単調・凸関数，作用素

平均，マジョリゼーションなどの行列解析の

話題についての講義録を出版した． 

(13) Audenaert・日合・Petz は，関数計算に

よる行列トレース関数に対する直和型の強

劣加法性について考察した． 

(14) 日合・Mosonyi・林は，近年発展が著し

い量子仮説検定を研究し，量子スピン系上の

相関がある並進不変な状態に対しても，

Stein 型，Chernoff 型，Hoeffding 型の３つ

のタイプの漸近エラー限界を相対エントロ

ピー的な量で記述できることを明らかにし

た． 

(15) 日合は，実数区間上で定義された実数

値関数について，行列の成分毎の関数計算が

半正定値の順序で正，単調，凸になるための



特徴づけを与えた． 

(16) 日合・Petz は，正定値行列のなす多様

体上に行列の種々の平均と関連して定義さ

れるリーマン計量の測地距離や測地最短曲

線を研究し，ユークリッド計量の引き戻しに

なるリーマン計量の特徴付けを与えた． 

(17) Gibilisco・日合・Petz は，量子共分散

と量子フィッシャー情報量を用いた不確定

性原理に関連した不等式をこれまでより簡

単な方法で一般化した． 

(18) 日合・宮本・植田は，ユニタリ軌道アプ

ローチを用いて，一般の多変数の非可換確率

変数に対する軌道的自由エントロピー(次元)

を定義し，通常の自由エントロピー(次元)と

軌道的自由エントロピー(次元)の間に自然な

関係式が成立することを示した． 

(19) 日合・植田は，２つの射影作用素の場

合に，相互自由フィッシャー情報量と自由エ

ントロピーの間に対数ソボレフ不等式が成

立することを示した． 
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