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研究成果の概要（和文）： 
非粘性非圧縮流体中の円柱渦は中立安定であるが，対称性を破る摂動を受けると不安定化
する．オイラー的扱いでは，波が非線形的に誘起する平均流の計算が困難である．ラグラ
ンジュ変数を用いて平均流をあいまいさなく計算する方法を開発し，振幅方程式の係数を
振幅について３次まですべて決定した．従属変数の規格化によって正準ハミルトン方程式
に帰着できた．また，WKB 法を用いて渦流の短波長安定性を調べ，ノーマルモード解析
の補完を行った． 
 
研究成果の概要（英文）： 
A circular-cylindrical vortex embedded in an inviscid incompressible fluid is neutrally 
stable, but can be destabilized by symmetry-breaking perturbations. The Eulerian 
treatment has difficulty in calculating the mean flow nonlinearly induced by waves. 
We have developed a method of exploiting the Lagrangian variables for calculating 
unambiguously the mean flow, whereby all the coefficients of the amplitude equations 
were determined to third order in amplitude. These equations were converted into 
canonical Hamltonian equations by normalizing dependent variables. Besides, we 
investigated the short-wavelength stability by use of the WKB method, to complement 
the normal-mode analyses.. 
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１．研究開始当初の背景 
一般に，回転流は 3 次元的に不安定化し，

不安定波動が成長しながら小さなスケール
の波動を次々と励起し，やがて破局的な崩壊

に至る．代表者らは，ハミルトン力学系のス
ペクトルという視点から渦管の 3 次元不安
定性の問題に取り組み，楕円渦と渦輪におい
て，対称性の破れによるスペクトルの変形を
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完全に決定することに成功した．後者では，
「渦輪の曲率不安定」という新しい不安定モ
ードを発見した．しかるに，これらの結果は
渦度分布が一様でかつ線形安定性の場合に
留まる． 
弱非線形領域では複数のモードが絡み合

う．従来の Euler 的記述では，振幅方程式の
係数は Euler 方程式の振幅展開のより高次
項での可解条件として与えられ，その計算は
収拾がつかなくなる．しかも，振幅について 
2 次で誘導される平均流すら一部の情報し
か得られない．最近，代表者らは流体粒子の
変位を基本変数とする Lagrange 的アプロー
チによって，渦管の 3次元波動である Kelvin
波が非線形的に誘起する平均流を完全に決
定することに初めて成功した． 
定常渦流は，Lagrange 的アプローチによ

って自然にエネルギー汎関数の停留状態と
して特徴づけられ  [Arnol'd: Ann. Inst. 
Fourier Grenoble 16 (1966) 319]，この性質
を最大限活用することによって，撹乱のエネ
ルギーや非線形相互作用の計算可能性がも
たらされる． 
 
２．研究の目的 
渦構造の 3 次元非線形波動と，撹乱の非線

形相互作用の平均流への跳ね返りを計算で
きる自己無撞着な数学的枠組みの構築を行
う．応用面にも展開を図る．風力発電の風車
の後流の乱れが背後の風車に金属疲労をも
たらす．後流は多重らせん渦によってモデル
化できる．らせん渦の安定性と歩を進める． 
本研究では，Euler 方程式を Lagrange 変

数で書き改め，微小スケールや速いスケール
の自由度を平均操作によって消去して，ゆっ
くり発展する平均場を導出するためのアル
ゴリズムを構築する． 
 
(1) 渦管の 3 次元不安定性の弱非線形理論 
円柱渦に対称性を破る摂動が加わると 3 次

元的に不安定化する．摂動として 
① コリオリ力 
② ひずみ流 
③ 渦管の曲率・捩率 
を取り上げる．①「歳差運動する円筒内の回
転流」と②「楕円断面容器内の回転流」の弱
非線形発展および 2次不安定性を記述する振
幅方程式を導出する新しいスキームを構築
する． 
③では「らせん渦管」の安定性解析を行う． 

一般に翼のエッジから翼後方に伸びる翼端
渦は、たとえば航空機においては、誘導抵抗
や後方乱気流の問題に大きく寄与する。この
翼端渦の動的性質を解明する． 
①,②においては，安定性理論を定式化から

刷新し，非線形領域に踏み出す．定常解まわ
りの Lagrange 変位に関し，第 1 変分が線形

安定性を決める．振幅 2 次の平均流も第 1
変分だけから計算できるのが利点である． 
 
(2) WKB 法とその Lagrange 的記述 
波束型攪乱の時間発展によって基本流の

安定性を判定する（WKB 法）． 
① コリオリ力＆ひずみ流 
② コリオリ力 
③ 渦管の曲率・捩率 
④ Lagrange 的記述 
①と②においては，コリオリ力の効果をあ

らわす 2 種類の摂動の効果「Mahalov 型」,
「Kerswell 型」を取り上げ，WKB 法によっ
て不安定メカニズムを探る．本研究では，回
転角速度が大きい極限についても考える． 
③においては，軸流をもつらせん渦管の安

定性の WKB 解析を，小さなパラメータ [渦
核半径]/[曲率半径]比の展開の形で行い，らせ
ん渦の不安定性に対する「系全体の回転」，
「捩率」，「軸流」の効果を同時に考える． 
 ④の狙いは，WKB 法による安定性解析の
定式化から刷新である．系の回転と成層の効
果を取り入れる場合，定常解まわりの
Lagrange 変位を基本変数にとるのがより自
然である． 撹乱流速場の Lagrange 変位場へ
の変換が鍵を握る．従来の WKB 法は，流体
ともに動く特性曲線しか許容しない点で，ア
イコナールに対する仮定が強すぎる． 
 
(3) 低レイノルズ数の渦輪の進行速度に対す

る非線形効果 
代表者らは，低レイノルズ数での軸対称渦

輪の運動速度を長時間にわたって記述する
公式を一般化超幾何関数によって与えた．た
だし，Stokes 方程式の解である渦度分布の断
面形状は，初期に太さ 0 の集中渦から出発す
ると，初期段階では円形のままである． 
しかし，実験で観察される渦輪の渦核の形

状は，長軸を進行方向に向けた楕円形にひず
んでいる．このひずみの効果を取り入れる． 
 
３．研究の方法 
(1) 渦管の 3 次元不安定性の弱非線形理論 
① 「歳差運動する無限長円筒容器内の回転
流」 線形安定性の計算から始める． 楕
円流の場合と異なり，線形レベルで，方位
波数が連続する 3波が共鳴する可能性があ
る．従来の 2 波共鳴に対する線形安定性計
算をそ 3 波共鳴に拡張する． 

② 「楕円断面容器内の回転流」の安定性を 
線形から弱非線形安定性解析まで一貫し
て行う Euler記述-Lagrange 記述混合型ア
ルゴリズムを開発する． 

Kelvin波を Lagrange変数で表現し，そ
れをもとに， Kelvin波のエネルギーや
Kelvin波の自己相互作用による平均流を
直接計算する．この平均流を利用して，弱



 

 

非線形振幅方程式の係数を振幅について 3
次まですべて決定する．    

  波が複数励起されると，自己相互作用に
よって飽和する前に，複数のモード間で 3 
波共鳴を起こしてさらなる増殖を続ける
可能性がある．3波共鳴に対する弱非線形
振幅方程式を導く．  

③ 単独「らせん渦管」の漸近解 の 3次元線
形安定性をモード解析によって調べる． 
捩率は異なる軸波数をもつ Kelvin波の共
鳴を可能にする．これが渦輪にはない特徴
である． 

 
(2) WKB 法とその Lagrange 的記述 
①「歳差運動する楕円断面無限長円筒内の回
転流」 Mahalov 流において断面の流線を
楕円形に変形した定常流を基本流にとる．
ここに重畳した波束型撹乱の時間発展に
対する初期値問題を解く． 

  WKB 法は局所安定性しか調べられないが，
機動性が十分にあり，逆の極限 ―歳差回
転角速度が主流の回転角速度に比べて十
分大きい場合― を調べることができる．  

②「歳差運動する回転流」 回転流の軸が流
体運動面に垂直ではなく斜めに傾いてい
る場合，Kerswell 流が知られている． ①
と同様な線形安定性解析を行う． 

③「軸流をもつらせん渦管の短波長解析」 
WKB 法による局所安定性解析を行い，捩率
とコリオリ力効果，軸流の効果を解明する． 

④「WKB 法の Lagrange 的記述」WKB法の方
程式系を Lagrange 変位に対する方程式に
書き改める．系の回転 (コリオリ力) や成
層の効果も取り込む．  

 
(3) 低レイノルズ数の渦輪の進行速度に対す

る非線形効果 
Stokes 渦輪があらわす断面形状が円形の

解を楕円形に歪ませるモデルを導入する．こ
のモデルを Helmholtz-Lamb の公式に代入
して運動速度を導出する．  
 
４．研究成果 
(1) 渦管の 3 次元不安定性の弱非線形理論 
① 「歳差運動する無限長円筒内の回転流」 
回転流や立つ 3次元波を Kelvin 波といい，

軸対称性や並進対称性を破る摂動を加える
と 2 個の Kelvin 波が共鳴不安定を起こす．
方位波数 m の差が 1 の任意の Kelvin 波対
(m,m+1)を取り上げた．Bessel 関数を用いて，
固有値・固有関数を O(ε)まで書き下しこと
ができた．これをもとにコリオリ力摂動がパ
ラメータ共鳴を導く可能性を調べた．基本流
より速く回転する(cograde)m 波と基本流よ
り遅く回転する(retrograde)m+1 波が縮退す
ると必ず不安定化するが，cograde モード同
士の固有値の衝突では不安定化できない．な

ぜならば，cograde モードのエネルギーは正
で retrograde モードのエネルギーは負であ
るからである【雑誌論文③】． 

さらに，方位波数 m が連続する 3 個の
Kelvin 波(m,m+1,m+2)が共鳴を起こす可能性
を指摘した．コリオリ力の強さを表すパラメ
ーターとして ϵ を導入する． 3 つのモード
の分散曲線を描いてみると，実際に 3 つのモ
ードが接近する点が見つかった. O(ε２)の精
度内で 3 つの分散曲線が接近する点を 3個の
モードが縮退するとみなし, 2 個のモードの
共鳴の場合の線形安定性解析を，3 モード共
鳴に拡張した．【学会発表 2】． 
② 「楕円断面容器内の回転流」 
断面が楕円にひずんだ回転流の場合，方位

波数 mの差が 2の Kelvin波対(m,m+2)の間で
パラメータ共鳴不安定が起こりえる．不安定
性出現の鍵を握るのは撹乱のエネルギーで
ある．Lagrange変位を基本変数にとって撹乱
を渦なしに限定することによって，波のエネ
ルギーの一般的な表示を４通り得た【雑誌論
文③】．さらに，分散関係の周波数による微
分と波のエネルギーとの間に成り立つ関係
を証明した．その副産物として，波の非線形
相互作用によって誘起される振幅について 2
次の平均流を計算した【雑誌論文③,⑥】．擬
運動量が平均流とストークスドリフトの和
と等しく，円筒容器中では後者が消えるので，
擬運動量と平均流が等しいことを証明した
【学会発表 1,3】． 

まず，左・右巻きらせん波（m,m+1）=(-1,1)
の定常共鳴(周波数=0)に対して，平均流の具
体系を利用することによって，O(α３)までの
弱非線形振幅方程式の係数をすべてあいま
いさなく決定することに成功した【雑誌論文
⑦】．ハミルトニアン・ピッチフォーク分岐
を起こしたとき，非線形効果は線形不安定性
の成長を飽和させる． 
次に，軸対称波(m=0)と楕円変形波(m=2)の

共鳴を取り上げた．この場合，0 ではない周
波数で固有値が縮退し，ハミルトン的ホップ
分岐が起こる．この成長をあらわす弱非線形
振幅方程式は 4自由度のハミルトンの正準方
程式系をなす．第一積分が 3個しかないので，
解はカオス的振る舞いをするが，振幅は有限
に抑えられる【学会発表 12】． 
さらに，左・右らせん波共鳴からハミルト

ン的ピッチフォーク分岐を起こした波が，3, 
4 角形波との三波相互作用よって 2 次不安定
を起こすことを発見した【学会発表 6,7】． 
 

③「軸流をもつらせん渦管の安定性」 
ノーマルモード安定性解析によりらせん

渦の曲率不安定性に対する捩りの効果を調
べた．不安定成長率の内積による表式を求め，
成長率の主要項が O(ϵ) であること， O(ϵ２) 
の補正として捩りの効果があらわれること



 

 

を明らかにした．実際に捩りによる成長率の
補正を数値的に求めた【学会発表 16】． 
 

(2) WKB 法とその Lagrange 的記述 
①「歳差運動する楕円断面無限長円筒容器内
の回転流」 
Mahalov 流の基本流は(1)①とまったく

同じである． 楕円ひずみがないとき，歳差
回転角速度が小さい場合，増幅率は(1)①の
場合と一致する．また，歳差回転角速度無
限大の極限で増幅率は剛体回転流の角速度
に漸近することを見出した． 
歳差とひずみの協力効果を数値および

Mathieu の方法による漸近解析によって求
めた．楕円型不安定はコリオリ力によって
弱められる．歳差不安定に対する楕円ひず
みの効果は長軸の向きによる【雑誌論文③】． 
 
②「歳差運動する回転流」 
 Kerswell 流タイプに着目した．歳差回転角
速度が小さいばあ尾は，増幅率は Mahalov 流
の場合と同じ振る舞いをする． 
歳差周波数εを大きくすると z 成分 k3=0

を周期的にとるようになる．波数ベクトルと
z 軸のなす角が平均的に小さいとき，歳差周
波数が大きい極限で，k3=0 となる瞬間に撹
乱振幅が異常増幅するという特異な振る舞
いを発見した【雑誌論文④】．  

 

 
 

③「軸流をもつらせん渦管の短波長解析」 

WKB 法によって，渦核内に軸流を含むら
せん渦管の短波長安定性を計算した．基本流
を小さなパラメータε=[渦核半径]/[曲率半
径]によって漸近展開を行う．基本流の主要項
として Rankine 渦をとる．  
 O(ε)は曲率不安定性と歳差不安定性の重
ね合わせである． O(ε２)では，軸流と捩率
が結合した項が新たにあらわれる．基本場に
乗って回転する流体粒子の周期が長くなる
ほど，増幅率が大きくなる【雑誌論文①】． 

 
④「WKB 法の Lagrange 的記述」 

波動・平均流相互作用（WMFI）理論では，
Lagrange 変位(流体粒子の変位)を波束型を
仮定すると，Gjaja-Holm の撹乱方程式が導
かれる． これを回転系における楕円型回転

流の線形安定性の問題に適用した．従属変数
変換によって，Gjaja-Holm の方程式が，回
転形における球面振り子の方程式に帰着す
ることを示した【学会講演 25】． 
 
(3) 低レイノルズ数の渦輪の進行速度に対す
る非線形効果 
軸対称渦輪の低レイノルズ数での運動に

おいては，渦度分布は Stokes 方程式から定
まるが，渦核の形がほぼ円形のガウス型渦度
分布で，実験や数値計算と合わない．パラメ
ータを 2 個導入して Stokes 方程式の解を修
正することによって，進行方向に長軸を向け
る楕円形の渦度分布を表現した．これを
Helmholtz-Lamb の公式に代入して，楕円断
面の渦輪の運動速度の時間変化を計算した．  

この解をレイノルズ数 1400 での数値シミ
ュレーションの結果と対比させた．進行速度
の理論値は数値シミュレーション結果とよ
く一致する【文献②】。   
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