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研究成果の概要（和文）： 
初期条件に応じて予測可能な軌道とランダムな軌道とが棲み分ける混合力学系の研究を行い，

古典力学的には，両者の境界に起因する遅い緩和過程の機構を，量子力学的には，異なる起源

をもつ局在現象の相関に関する新しい知見を得た．  
 
研究成果の概要（英文）： 
Hamiltonian systems with mixed phase space have been studied. The mechanism of slow motion 
in classical dynamics has been analyzed and the interplay between quantum localizations 
with different origins has been examined into details.  
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１．研究開始当初の背景 
 
従来のハミルトン動力学の研究は，完全可積
分系と呼ばれる，対称性の良い可解系，もし
くは，その対極に位置する双曲力学系と呼ば
れる理想カオス系を中心に研究が進められ
てきた．両者は，それぞれ現実の物理現象の
複雑さの一側面を捉えるものではあるが，い
ずれも，物理，化学，さらには生物系にしば
しば見られる階層的なタイムスケールや集
団運動，遅い緩和過程など，動力学における
多様性の発現過程を記述するには十分とは

言えない． 
 
現実の物理過程に広く現れる，最も一般的な
力学系は，完全可積分，理想カオス，いずれ
でもなく，ひとつの位相空間内に，可積分軌
道とカオス軌道とを共存・混在させる「混合
系」である．その位相空間は「混合位相空間」
と呼ばれ，運動の形態を異にする様々な不変
集合が棲み分ける.混合位相空間の本質は，
それを構成する不変集合らが以下の意味で
相矛盾する性質を併せ持つことにある．すな
わち，質的に異なる不変集合が隣接し互いに
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その動的特性を共有しつつ（カオス軌道が規
則軌道の，逆に，規則軌道がカオス軌道の性
質を帯びる），それぞれが位相空間内で互い
の動力学的な障壁を形成することである．古
典，および量子動力学の諸特性はすべてこの
混合系特有の位相空間の非一様性に由来す
る． 
 
混合位相空間をもつハミルトン力学系は，古
典ならびに量子論ともに，過去 30 年ほどの
間に多くの研究が行われ，物理の問題として
一定の成果を収めてきた経緯がある．とくに，
混合位相空間の動的障壁が隔てる各不変集
合内での動力学についてはその理解はかな
りのところまで進んだ．しかしながら，本研
究が主題とするように，動的障壁をまたいだ
動力学，という観点は実力学系を考える限り
そもそも生まれる理由もなく，従って物理と
しての研究は皆無といっても良かった．とこ
ろが，量子論に目を向けると動的障壁の意味
も自ずと違うものになり，これまでの混合位
相空間をもつハミルトン系の研究ではほと
んど研究の対象となることのなかった複素
領域の力学系を調べる必要が生じる．本研究
はそのような背景のもとで，混合位相空間に
おける動的障壁の新しい側面と，動的障壁に
隔てられた異なる不変集合の間における「異
なる量子局在の相互作用」という観点を中心
に研究が進められた． 
 
 
２．研究の目的 
 
(1) 実面および複素面における可積分・カオ
ス運動の境界について 
混合位相空間上の動力学，とくにその緩和過
程は，不変構造の境界の構造と強く関係する．
可積分領域近傍にある軌道は，それがカオス
領域にあるにも関わらず，可積分領域近傍に
長時間留まり続け，系全体の緩和特性を律速
する．本研究では，混合位相空間における，
可積分領域とカオス領域との境界の構造を，
近年その存在が明らかになった，単純境界を
もつ混合系を中心に調べた．また，混合位相
空間における量子局在の問題と関連して，複
素空間における可積分領域の自然境界（複素
面内の特異点の集積によって発生する解析
接続不能な領域）について解析を行った． 
 
(2) 混合位相空間と大自由度ハミルトン系の
遅い緩和過程 
少数自由度系においては，混合位相空間内に
可積分領域とカオス領域とが混在すること
によって遅い緩和が引き起こされる．このこ
とは既によく知られるところであるが，大自
由度系，たとえば，ガラス状態，あるいは過
冷却液体などで見られる遅い緩和過程は，こ

れまでいわゆる力学系理論とは全く違う観
点から理解されてきた．ここでは，大自由度
系における遅い緩和過程を力学系の観点か
ら捉えることを目的として，できるだけ単純
なモデルを用いて大自由度系における遅い
緩和現象の理解を深めることを目指した． 
 
(3) 混合位相空間における異種量子局在の
共存と相関 
古典混合位相空間には，周期軌道，準周期軌
道，カオス軌道など，運動形態を異にする不
変集合が共存する．対応する量子論では，不
安定周期軌道上の局在(スカー現象)，可積分
領域上の量子局在，カオス領域上の動的局在
など，異なる起源をもつ量子局在が混合位相
空間内で同時に現れる．これらは，ここ 20
年ほどの量子カオスの研究で発見され，個々
の出現機構については既に多くの研究があ
る．それに対し本研究では，起源を異にする
様々な量子局在現象間の相関に注目する．こ
こでは特に，「動的トンネル効果」と呼ばれ
る，古典的には許容されない不変構造内での
量子遷移と，アンダーソン局在と類似の性質
をもつ「動的局在」と呼ばれるカオス領域で
おこる波動関数の指数的局在（両者はともに
ボーズ凝縮を用いた冷却原子系において実
験的観測の対象にもなっている）との関係に
中心に調べた． 
 
(4) 完全 WKB解析にもとづくストークス幾何
学と混合系の半古典論 
混合系の量子動力学を理解するための理論
的な手段として，非可積分系における完全
WKB 理論を開発・発展させる．また，それを
用いた多自由度系，さらには混合系固有の純
量子論的効果の発生機構解明を行う．WKB 理
論が量子力学の近似理論として発展してき
た経緯は既に広く知られるところであるが，
数学者によって提唱された完全 WKB 法は，そ
の意味が曖昧なまま手つかずの状態であっ
た，いわゆるストークス現象（漸近解の消滅
と生成現象）に対する厳密な意味付けを与え，
ストークス幾何学，という新しい領域を拓く
にまで至った．本研究では，量子カオス系の
解析に完全 WKB 解析を導入することにより，
混合位相空間に固有な純量子効果を調べる
ことを目的とした．  
 
  
３．研究の方法 
 
(1) 実面および複素面における可積分・カオ
ス運動の境界について 
混合系の難しさは，可積分領域とカオス領域
とが位相空間上に自己相似構造状に現れ，そ
の境界が非常に複雑な構造をもつことにあ
る．それに対し近年，可積分・カオス領域間



 

 

の境界が単純な形状をした混合系が見出さ
れ新しい方向からの解析の可能になった．こ
こでは，実面上の可積分・カオス運動領域の
境界の問題として，新しく見出された単純混
合系を用いることにより，自己相似構造的な
混合位相空間の生成過程を考察することか
ら始め，混合位相空間の設計問題に発展させ
る．特に，境界領域に集積する長周期の不安
定周期軌道を系統的に調べることにより境
界の構造を詳しく解析し，緩和過程を律速す
る力学的な起源を明らかにする．混合位相空
間上のトンネル効果は，動力学を複素領域に
拡張した複素力学系によって記述されるが，
可積分領域とカオス領域との境界はその問
題の中核を成す．ここでは，可積分成分（可
積分トーラス）の解析接続可能性の条件，な
らびに，その解析接続可能な限界（自然境界）
の幾何学的な構造を調べ，可積分・カオス運
動の境界の複素解析的な観点からの解析を
行った． 
 
(2) 混合位相空間と大自由度ハミルトン系の
遅い緩和過程 
大自由度系では，位相空間に占める可積分成
分の体積が小さいため，少数自由度系で有効
であった 混合位相空間描像に基づく遅い緩
和機構は働かなくなることが信じられてい
る．ここでは，定負曲率をもつ面上で剛体衝
突，あるいはレナード・ジョーンズ型の相互
作用をする多体粒子系をモデルとして大自
由度系において遅い緩和が発生するミニマ
ルな条件を探る．負曲率面上においては平面
のもっていた並進対称性が失われるため，局
所的な格子構造は保持しつつも長距離秩序
を保つことができなくなる．結果，ランダム
ネスを手で入れることなく，系にフラストレ
ーションを内在させることが可能になり，条
件次第では動力学にフラストレーション解
消に伴う遅い遷移運動を発生させることが
できる． 
  
(3) 混合位相空間における異種量子局在の
共存と相関 
異なる起源をもつ量子局在間の遷移過程を
複素古典動力学を用いて記述する．我々はこ
れまで，可積分領域からカオス領域へのトン
ネル過程（動的な障壁を越えるトンネル過程
であるため「動的トンネリング」と呼ばれる）
において，複素力学系のジュリア集合と呼ば
れる集合が中心的役割を果たすことを発見
し，さらにその数学的な基礎付けを与えた．
本研究では，その手法とこれまでに蓄積され
た知見をもとに，可積分領域上の量子局在と，
「動的局在」と呼ばれる，アンダーソン局在
類似のカオス領域上の量子局在との関係を
調べる．また，関連して，近年発見された「両
生固有状態」と呼ばれる，対応する古典可積

分領域とカオス領域の両方にまたがる量子
状態（古典的に許容されない不変構造間をま
ったく自由にトンネルすることができるよ
うな状態）に対する解析を進める．通常，エ
ネルギーの十分大きな極限では，混合位相空
間の固有関数は，可積分領域とカオス領域と
のいずれかに局在し，相互の結合は指数関数
的に小さいものと信じられていた．両生固有
状態の発見はこの常識を根本的に覆すもの
であり，その発生機構と存在条件の解明は，
混合系の量子効果の喫緊の課題となってい
る． 
 
(4) 完全 WKB解析にもとづくストークス幾何
学と混合系の半古典論 
混合位相空間における量子局在間の相関は，
位相空間上で離れた領域間での「量子相関」
を問題にすることに他ならない．本研究の一
貫した立場は，量子効果と古典位相空間の構
造とを結びつけることであり，それを実現す
るための複素半古典理論についても，この量
子相関の効果を正しく取り入れたものでな
ければならない．完全 WKB解析は，Borel総
和法を介して，発散級数に解析的な意味付け
を与えることに成功し，最近に至って，高次
元，非可積分系に対しても適用可能なまでに
発展した．ここでは，混合位相空間をもつ２
次元写像系についてのストークス幾何学を
調べる．高次元のストークス幾何学には，仮
想的転回点，新しいストークス線など，従来
のストークス現象には現れない高次元固有
の構成要素が本質的な役割を果たす．まず，
これらを効率よく計算するアルゴリズムを
開発し，ストークス線と転回点からなるスト
ークスグラフのグラフ論的な分類を行うた
めの準備を行う．これらの準備のもとに，混
合系のストークス幾何学に対して，ストーク
ス幾何学の分岐理論を構築することによっ
て，混合系の量子相関の解析を進めていく．
ストークス幾何学の分岐理論とは，古典力学
系理論で開発された混合系を理解する手法
である pruning 理論にヒントを得たもので
ある．  
 
 
４．研究成果 
 
(1) 実面および複素面における可積分・カオ
ス運動の境界について 
２自由度ハミルトン系のモデルである２次
元保測写像において，トーラスの近傍の性質
を詳細に調べた．区分的に線形な写像を用い
ることにより，パラメータの変化によってト
ーラスがつぶれた構造である中立安定な周
期軌道族が存在する位相空間を実現するこ
とできる．ここでは，再帰時間分布に注目し，
中立周期点族を位相空間中にもつ，いくつか



 

 

の簡単な 2次元力学系に対し数値計算を行い，
以下の点を明らかにした．１．再帰時間分布
は，再帰領域の位置・大きさに依存し，位相
空間の非一様性を強く反映する．２．中立周
期点の族が位相空間に存在する場合でも，再
帰領域の面積を小さくした極限で指数分布
が現れる．指数分布は，双曲力学系（理想的
なカオス系）において典型的に見られる再帰
時間分布である．以上より，中立周期点の族
をもつ系の従来の予想（再帰時間分布がべき
則に従う）は再帰領域の有限サイズ効果によ
るものである可能性が明らかになった．一方，
完全可積分な系に摂動の加わったハミルト
ン系の位相空間では，一般に，カオス領域の
なかに自己相似状の規則領域が混在する．こ
れら規則領域の周辺で軌道は長時間滞在す
るが，個々の規則領域近傍での淀みのみなら
ず，それらが階層構造を成し自己相似状に配
置されていることが軌道をされに律速して
いる可能性が以前から指摘されてきた．本研
究では，その予想を確かめるべき，階層的島
構造をもつ区分線型な 2次元写像を詳細に解
析し，軌道の長時間相関に対する階層性の影
響がこの系に関する限りほとんど見られな
いことがわかった． 
 
(2) 混合位相空間と大自由度ハミルトン系の
遅い緩和過程 
定負曲率面上を運動する多粒子系のリアプ
ノフスペクトルを調べることにより，長時間
の構造緩和に関わる遅い運動の起源を力学
系理論の観点から検討した．特に，低次のリ
アプノフスペクトルでは運動量の成分が支
配的であり，高次になるほど相対的に位置の
成分が大きくなること，また異なる時刻間で
のリアプノフベクトルの相関は低次のリア
プノフベクトルの方がより強く，高次になる
ほど弱まることが見出された．また，適当な
局所秩序変数を導入し、一定時間での粒子の
運動の移動度と秩序変数との対応関係を調
べた．粒子の移動が少なく比較的安定な領域
と，粒子が大きく移動している領域が空間的
に不均一に分布していること，また，移動度
の空間的な不均一性は，曲率の効果（フラス
トレーション）により発生した局所秩序構造
の空間的な不均一性に由来していることな
どが明らかになった． 
 
(3) 混合位相空間における異種量子局在の
共存と相関 
2 次元系（具体的に解析したのは結合した撃
力振動子系）における動的トンネル効果を，
時間領域・エネルギー領域双方について調べ，
カオス領域の動的局在の効果が弱くなるこ
とによる（規則領域からカオス領域への）ト
ンネル確率の異常増大を確認した．とくに，
不規則系において知られているアンダーソ

ン転移と呼ばれる局在・非局在転移がカオス
領域に起こることを契機に「両生状態」が出
現することを突き止めた．この事実は，既に
我々が行った雑音印加による動的局在効果
の無効化によるトンネル確率の増大と矛盾
のない結果である．また，理想モデルに対し
て見出された「アンダーソン転移に誘起され
た動的トンネル効果の異常増大」がケプラー
写像と呼ばれる振動電場中のイオン化過程
を記述するミニマルなモデルにおいても同
様に現れることを数値的に確認した．トンネ
ル確率の増大はイオン化確率の増大をもた
らす．このことにより，多自由度系における
動的トンネル効果の異常増大は系の詳細に
寄らず，実験的にも検証可能な普遍的なもの
であることが示唆された． 
 
(4) 完全 WKB解析にもとづくストークス幾何
学と混合系の半古典論 
エノン写像はカオスを示す最も単純な 2次元
写像のひとつである．写像が多項式で与えら
れることから，対応する量子論の時間発展核
に寄与する鞍点解（複素古典軌道）の寄与・
非寄与問題を解析するためのミニマムなモ
デルとなっている．また，一回写像の時間発
展核は，よく知られたエアリ積分と等価なも
のになり，光学の回折現象をその初等カタス
トロフの観点から分類した，いわゆる回折カ
タストロフの標準型とも関連が深い．ここで
は，エノン写像がいわゆる馬蹄条件を満たす，
すなわち，系が位相的にスメールの馬蹄力学
系と共役になるような状況でのストークス
幾何学を詳しく解析した．その結果，量子論
の時間発展核に寄与する鞍点解（複素古典軌
道）が，ストークス幾何の大域的性質を反映
して非自明な相殺を起こすことがわかった．
また，その機構の解析を行い，写像回数無限
大でのトンネル解の個数に対する詳しい漸
近評価を得た．それに対し，回折カタストロ
フの拡張として多項式作用をもつ 1重積分を
考え，その比較を行った．その結果，引き延
ばしと折れたたたみ過程の繰り返しから得
られるエノン写像の鞍点解の間には，ストー
クス幾何を介した相関が存在するのに対し，
回折カタストロフから得られる鞍点解の間
にそのような相関が特に存在しないことが
わかった． 
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