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研究成果の概要（和文）：	 

	 相互作用付リンデンマイヤ・システム上で多細胞の発展モデルを構築した。記号計算を用い
て、細胞タイプの多様性とタイプ比の関係式を導出し、それが楕円曲線とフィボナッチ数に関
係する曲線で表現されることが分かった。更に、より分子レベルに立脚した	 Dachsous:Fat ヘ
テロダイマーモデルを構築して、素イデアル分解を用いて、細胞鎖が再生する条件を導出した。
これらの事から、多細胞の成立する条件：多様性と再生の条件が得られた。	 
	 
研究成果の概要（英文）：	 
	 I	 constructed	 a	 stochastic	 model	 of	 a	 cell	 chain	 over	 a	 Lindenmayer	 system.	 Using	 
symbolic	 computation,	 I	 derived	 explicit	 relations	 between	 cell-type	 diversity	 and	 
cell-type	 ratio	 constraint.	 These	 relations	 were	 described	 as	 elliptic	 curve-	 and	 
Fibonacci	 number-related	 equations.	 I	 further	 modeled	 a	 cell	 chain	 with	 Dachsous:Fat	 
heterodimers	 and	 analyzed	 it.	 I	 parameterized	 redistribution	 of	 the	 heterodimers	 during	 
cell	 division.	 Using	 prime	 ideal	 decomposition,	 I	 derived	 equations	 in	 parameters	 to	 
regenerate	 the	 heterodimeric	 pattern	 even	 if	 part	 of	 the	 cell	 chain	 is	 excised.	 I	 thus	 
obtained	 a	 regeneration	 and	 type-diversity	 condition	 necessary	 for	 multicells.	 
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１．研究開始当初の背景	 

多細胞モデルをリンデンマイヤ・システム	 

(L-System)	 上で構築した。この L-Systemは、

相互作用項と確率を含んだモデルであった。

このモデル上で、ある拘束条件を代表する変

数	 (g	 とする)、モデルに基づいて生成され

る文字列の多様度を測る変数(	 f	 とする)間

の厳密な方程式を導出することに成功した

(H.	 Yoshida,	 et	 al.	 “Inference	 of	 

probabilities	 over	 a	 stochastic	 IL-system	 

by	 quantifier	 elimination,”	 special	 
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Complex	 systems”	 in	 Mathematics	 in	 

Computer	 Science,	 Vol.	 11((33)),	 pp.	 473－485,	 

2008)。この方程式は、代数方程式であり、

その中には、楕円曲線が含まれていた。本研

究は、これを拡張、精密化したものであった。	 

２．研究の目的	 

(1) 本研究の目的は、楕円曲線を含む代数方

程式系を活かした多細胞の自己増殖・形

態、ひいては、その起源の理解であった。

多細胞生物は、「個体としての自己増殖」

と「形態の多様性」という二つの属性を

もつ。本研究では、このようなお互い矛

盾した属性ではあるが、多細胞の基本原

理とでも言うべき現象を理解するべく数

理モデルを構築した。	 

(2) 更に、最近、再生の分子的実体として注

目されている	 Dachsous:Fat（ダッカス・

ファット）ヘテロダイマー系の振る舞い

を数理モデル化し、実際のコオロギ脚の

再生現象に当て嵌めてモデルの検証を行

う。	 

３．研究の方法	 

(1)代数計算や数論によって解析すべき

L-system の書き換え系として、細胞系譜の

最も基本的な部分グラフである直線状	 

A B C⇒ ⇒ 	 と枝状	 ,
.
B

A
C
⎧

⇒ ⎨
⎩

	 という二

つの系列を取り扱った。	 A,B,C	 それぞれ

のタイプは、ある確率で分裂し、ある確率

で次タイプに遷移する次のように仮定し

た。	 直線状のとき:	 

	 	 

  

A⇒

AA p1, 1,

B p1, 2,

A 1− p1, 1− p1, 2,

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

,

B ⇒

BB p2, 2,

C p2, 3,

B 1− p2, 2 − p2, 3,

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

,

C ⇒
CC p3, 3,

C 1− p3, 3.

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

	 	 	 	 	 	 	 	 	 

分岐状のとき：	 

A⇒

AA p1, 1,

B p1, 2,

C p1, 3,

A 1− p1, 1− p1, 2 − p1, 3,

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

,

B⇒
BB p2, 2,

B 1− p2, 2,

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
,

C⇒
CC p3, 3,

C 1− p3, 3.

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

	 

さらに、再生現象を解析するために、ゴキ

ブリの脚の挿入再生を模した相互作用ルー

ル： ,AC ABC CA CBA⇒ ⇒ も取り入れた相

互作用付き確率的リンデンマイヤ･システ

ムモデルを構築した。	 

 構築したモデルにおいては、次のような等

式が成立し、それぞれを	 f とｇとした。	 

g = N(BB)
N(AA)

= N(CC)
N(AA)

= N(BC)
N(AB)

,

f = N(AB)
N(AA)

= N(BA)
N(AA)

= N(BC)
N(BB)

= N(CB)
N(BB)

=

N(BC)
N(CC)

= N(CB)
N(CC)

	 

ここで、N(XY)	 は、二文字並び	 XY	 の細胞

鎖における個数を表している。その上で、

充分細胞鎖が十分長くなった際の f と g 
の関係と、生成されるパターンを調べた。

 
(2)	 (1)で構築した数理モデルを拡張して、

分子実体に則したものにするために、

Dachsous:Fat(Ds:Ft)ヘテロダイマー系の振

る舞いを数理モデル化した。現在までの研究

によって、細胞分裂時（後）において、「ヘ

テロダイマーが隣接した細胞表面に再分配	 

(redistribution)	 」と考えられている。し

かし、その再分配の様式は未だよく分かって

いない。これは、再生実験において肢が切断

された際に起こると考えられている位置価

の再設定と関係していると推測され、また、

再生現象の要であると考えられる。これら、

よく分かっていない現象を図１のようにパ

ラメータ化して解析を行った。	 



	 

	 図１	 数理モデル	 (a)	 細胞鎖内部の	 Ds:Ft	 
ヘテロダイマーの勾配	 (b)	 細胞分裂時の	 
Ds:Ft	 の再分配（雑誌論文	 ①）	 
	 

	 具体的には、個々の細胞の両側にヘテロダ

イマーが存在するとし、左側の	 Ft,	 Ds	 をそ

れぞれ、 l ft ,lds 	 と表記し、右側の	 Ft,	 Ds	 を

それぞれ、rft ,rds 	 と表記した。このモデル上

で、細胞分裂時における	 Ft,	 Ds	 の再分配の

様式を図１(b)	 にしたがって、	 

	 

nft = x f lft + yf lds + z f rft + u f rds,

nds = xdlft + ydlds + zdrft + udrds.

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
[1] 	 

とパラメータ化した。ここで、 nftと ndsは、

それぞれ新たに作られた細胞壁上の	 Ft と Ds

の量である。細胞鎖を以下の手順で発展させ、

再生する条件を求めた（雑誌論文	 ①）。	 

①	 両 側 の Ft,Ds	 の 量 と し て

(l ft ,lds ,rft ,rds ) = (a,b,c,d) をもつよ

うな１細胞から始める。	 

②	 再分配の様式[1]にしたがって、細胞

を分裂させ、更に細胞鎖内部のヘテロ

ダイマーを

li,ft = x f li−1,ft + yf li−1,ds + z f ri+1,ft + u f ri+1,ds,

li,ds = xdli−1,ft + ydli−1,ds + zdri+1,ft + udri+1,ds,

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

に、基づいて更新する。	 

③	 上記の方法で発展させた細胞鎖があ

る長さになったとき、その任意の一部

分を抽出する。その細胞鎖の両端にお

いては、位置価の再設定(Distalize)

として、左端と右端をそれぞれの初期

値で (l ft ,lds ) = (a,b),(rft ,rds ) = (c,d)

とリセットした。その後、②の手順に

したがって発展させる。そうして生成

された細胞鎖のFt,Dsのパターンを元

の細胞鎖と比較してパターンが同じ

である（再生する）条件を求めた。	 

４．研究成果	 
(1) 研究の方法（１）に関して、以下のよう

に	 f	 と	 g	 の関係が導出された。	 
①	 相互作用ルール

が無く、直線状
の遷移規則 の場合には、	 

	 

	 
	 

	 

	 

となり、枝状の遷移規則	 	 の場合

には、  (g + 2) f 2 + gf − g = 0 	 
となった。	 

	 ②	 相互作用ルールが有り、直線状の遷移

規則の場合には、

  

2(1− g) f 3 + g(3+ g) f 2 − gf − g 2 = 0*,
2gf 2 + (g −1) f − g = 0.

⎧
⎨
⎪

⎩⎪ 	 

となり、枝状の遷移規則では

3 22(1 ) (2 ) 0g f g f g+ + − − = となった。	 

曲線†は双有理変換：	 

  

f = (3 x + y - 1) / (x + y - 3),

g = (3 x + y - 1)2 (x2 - 4 x + 3 - 2 y)
2 (x + y - 3) (x - y + 5) (2 x + y - 2)

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

x = f 2 (3 f  + 1) + 2 ( f  + 1) ( f  - 2) g
f 2 ( f  - 1)

y = 2 ( f  + 1) (2 f 2 - ( f  - 2) ( f  - 3) g)
f 2 ( f -1)2

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪
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⇒ ⎨
⎩

f 3g 2 − 2 f 2g 2 − fg 2 + 2g 2 +
2 f 4g + f 3g −5 f 2g + 2 f 4 = 0†,
6 f 2g + 3 fg − 3g − 2 f 2 − f = 0.

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪



にて、Weirstraβの標準形：

y2 + xy + y = x3 − x2 − 9x + 9となった。同

様に、曲線＊は、双有理変換：	 

f = x − 2
x + 2

,

g = (2 − x)(3+ y)
2x(x + 2)

,

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

x = 2 (f+1)
1− f

,

y = −3 f + 3 f 2 − 4g − 4 fg
f (1− f )

.

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

によって、標準形：y2 + xy = x3 − 7x + 9 	 と

なった。これから曲線†と＊は、楕円曲線で

あり、有理数体上で、Mordell-Weil	 rank	 は

１であり、ねじれ点はないことが分かった

（雑誌論文	 ②）。	 

	 f	 と細胞鎖上のパターンとの関係は、f	 が

二次無理数	 ⇒	 自己相似的なパターン,f	 が

有理数	 ⇒	 周期的なパターンとなる。これに

基づいて、調べると以下のようなことが分か

った。	 

 g	 >	 1,	 g	  ∈の領域において、	 f	 が

有理数になるのは、枝状の細胞分化系列

で	 g	 が	 {2,	 18,	 128,	 882,	 6050,	 .	 .	 .	 }	 

の時に限る。この	 g	 と	 f	 のペアは、	 フ

ィボナッチ数 Fn を 用 い て

(2F2
2n ,F2n / F2n+1)と表される。そ	 の他

の	 g	 のときは、	 f	 は二次無理数である。	 

 g	 <	 1,	 1/g	  ∈の領域において、f	 が

有理数になる場合のペアは、直線状で相

互作用ルール無	 (曲線	 †)	 の	 (1/7,	 

1/4)	 と直線でルール有(曲線	 ＊)	 の	 

(1/4,	 1/3)	 ときに限る。これは、曲線	 †,	 

＊	 を4次の楕円曲線に変換して、それ上

の整点の問題に帰着させて得られた結

果である。その他の場合は、無理数であ

った。	 

	 これらの結果から、領域	 g	 >	 1,	 g	  ∈ 	 は、

成熟した段階に対応して自己相似なパターン

が多く、周期的なパターンの場合は、フィボ

ナッチ数に関係しているのが分	 かった。これ

は、人間の器官の観察と一致する。	 一方、領

域	 g	 <	 1,	 1/g	  ∈ 	 は、発生初期に対応して

f	 が有理数になる点が少ない事は、初期胚が

不定形になる事と関係するのかもしれない。	 

即ち、多細胞としての初期発生は楕円曲線と

関係しているという予想がでてきた（雑誌論

文	 ③）。 

(2)	 研究方法(1)によって、細胞鎖を長さ８

まで発展させ、その任意の部分列から元のパ

ターンに再生する条件を求めた。条件として

８４多項式から成る約７MB の方程式が導出

された。これを素イデアル分解すると以下の

ような５つの	 components	 が得られた。

(I)u f + x f + yf + z f −1= ud + xd + yd + zd −1= 0,
(II)x f + yd = u f + z f = ud + zd = yf zd − ydz f =

ydzd + xdz f = yd
2 + xdyf = 0,

(III)x f + yd = u f + zd −1= zd
2 + udz f − zd =

yf zd − ydz f = ydzd + xdz f = udyf − xdz f
− yd = yd

2 + xdyf = udyd − xdzd + xd = 0,
(IV)x f + yf = xd + yd = u f + z f = ud + zd = 0,

(V)u f + x f + yd + zd −1= x f zd + ydzd + zd
2 +

udz f − zd = x f y f + ydyf + yf zd + x f z f − yf
= udyf + ydzd + zd

2 + udz f − zd = yd
2 + xdyf

+ ydzd + xdz f − yd = x f yd − xdyf = udyd −

xdzd = 0.

	 

こ の う ち 	 Component	 (III) だ け が 、

000…,111…	 というようなトリビアルなパ

ターンを生成せず、さらに、長さ１６の細胞

鎖に対する再生条件も満たすことが分かっ

た。この Component	 (III)は、yf ≠ 0 & z f ≠ 0

という条件下で、	 



	 

Mxy
2 =Muz

2 −Muz =MxyMuz = 0,

Mst ≡ s f t f
sd td( )(s,t ∈{x, y, z,u}),

0 ≡ 0 0
0 0( ).

	 

と 変 形 で き て 、 更 に

Mxy
nMst = 0,Muz

nMst =Mst (n ≥1, s ≠ t)となる

ことから、１６よりも長い細胞鎖における再

生条件にもなっていることが分かった（雑誌

論文	 ①）。	 

	 以上から、本研究では一次元ではあるが、

細胞鎖における多様性の条件と再生の条件

が、リンデンマイヤシステムモデル上と、よ

り現実的なモデル上で導出することができ

た。	 
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