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研究成果の概要（和文）： 

導来圏を安定性条件を使い研究した。Fermat 多項式のホモロジカルミラー対称性に注目した。

この対称性は超弦理論の研究から、Kontsevich が提唱した連接層の導来圏とラグランジアンの

導来圏の同値関係で、本研究では同変連接層の導来圏と深谷-Seidel 圏の同値関係を示し、さ

らに圏論的 Pontryagin双対を議論した。深谷-Seidel 圏を箙で記述し安定性条件を議論し、剛

的半安定対象の数え上げから保型性を研究した。 

 

 

研究成果の概要（英文）： 

We study derived categories, using stability conditions. In particular, we deal with 

homological mirror symmetry for Fermat polynomials. From studies on string theory, 

Kontsevich proposes the symmetry as equivalence of derived categories of coherent sheaves 

and Lagrangians. We give equivalence of derived categories of equivariant coherent 

sheaves and Fukaya-Seidel categories, and discuss categorical Pontryagin dualities. We 

give quiver descriptions of Fukaya-Seidel categories and discuss stability conditions. 

We study modularity, counting rigid semistable objects. 
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１. 研究開始当初の背景 
導来圏は Verdier や Grothendieck により、
Serre 双対の一般化を行うための代数幾何的

な枠組みとして導入され、先駆的な研究がな
された。 
 
これまで導来圏は代数幾何の枠組みに留ま
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らず表現論、代数トポロジー、微分幾何、圏
論、理論物理などの幅広く様々な分野で活発
に研究されている。 
 
２．研究の目的 
 
近年になり、トポロジカルな超弦理論におけ
る Aモデルと Bモデルと呼ばれる二つの理論
の対称性を用いた研究から、Kontsevich がホ
モロジカルミラー対称性を導来圏の枠組み
で提唱した。 
 
以下は、例えば Bモデルにおいて空間 Xに存
在する「超弦」が膜や点に繋がっている図で
ある。大まかに言えば、超弦に対応する写で、 

 
膜や点に対応する層が導来圏の鎖を成して
いる図である。 
 
さらに、理論物理学者の Douglas による超弦
理論におけるπ安定性の概念に触発され、
Bridgeland が導来圏に対する安定性条件の
概念を創始した。 
 
安定性条件の概念は、数学的に言えば
Mumford のベクトル束に対する幾何的不変式
論の研究に則っている。特に King による箙
の表現論に対する研究を導来圏で再現でき
る。 
 
以上の研究におけるモジュライ空間は普遍
量の計算を通して、保型性との関連で活発に
研究されてきた。 
 
さらに、Ramanujan の研究からはじまり保型
形式の概念の拡張である偽保型形式（mock 
modular form）の概念が Zweger 等による研
究から次第に明らかになってきた。よって、
安定性条件やそれに触発されて起こった壁
越え現象の研究を使い、保型性に対する新た
な研究も期待できる。 
 
本研究は、導来圏に対するホモロジカルミラ
ー対称性や安定性条件、また普遍量の数え上
げと保型性の研究を目的とする。 
 
３．研究の方法 
 
Fermat多項式から決まる Calabi-Yau多様体
の連接層の導来圏は、ホモロジカルミラー対
称性の重要な研究対象である。 
 

n 次 Fermat多項式を Xnとおく。たとえば 3
次であれば X3+Y3+Z3である。Xnに作用する位
数 n2次のアーベル群を Gnと書く。 
 
Fermat多項式から決まる Calabi-Yau多様体
の連接層の導来圏を、Fermat 多項式 Xnに作用
する上記の有限群 Gnによる Calabi-Yau多様
体上の同変連接層の導来圏と、Fermat多項式
を Landau-Ginzburgモデルと見た場合に得ら
れる深谷-Seidel圏を使い研究する。 
 
導来圏の研究には、Kellerや Toen等により
研究されている Differential Graded(DG)圏
の理論を用いる。 
 
上記の同変連接層の導来圏と深谷-Seidel圏
の研究には、Xnの各和成分に関して A’Campo
のモーシフィケーションを使う。 
 
高橋篤史-斉藤恭司-梶浦宏成と Orlovの
Matrix factorizationの導来圏に関する結果
を用いる。An箙の有限生成加群圏の導来圏で
ある D(mod-An)と、DG圏の枠組みにおけるテ
ンソル積の対象であるコンパクト生成元の
研究をする。 
 
Auroux-Katzarkov-Orlovの研究を用いる。特
に、深谷-Seidel圏に関する Sebastiani-Thom
型の DG圏のテンソル積に関する予想と関連
研究を参考にする。 
 
同変をとらない Calabi-Yau 多様体の導来圏
の研究には、Kellerによる DG 軌道圏の研究
を深谷-Seidel圏に対して用いる。 
 
Fermat多項式に対する安定性条件の研究を
行うため箙の表現で深谷-Seidel 圏を記述す
る。 
 
特に、箙の頂点をラグランジアン、各辺をラ
グランジアンの交叉と対応させる。 
深谷-Seidel 圏の構成に必要なラグランジア
ンの向き付けの任意性と導来圏に作用する
自己同値関手を組み合わせて議論し、安定性
条件の壁越え現象として研究する。 
 
この場合の自己同値関手は Seidel-Thomasに
よる球的関手に対する研究や、理論物理にお
ける Gepner モデルや極大体積極限（large 
volume limit）という概念に関係する。 
 
さらに、以前の Mellit-岡田や
Kontsevich-Soibelman による壁越え公式
と、その量子化の研究を用いて剛的半安定対
象の数え上げと偽保型型式の関係を調べる。 
 
必要に応じて、中島教授、深谷教授、



 

 

Kontsevich 教授、Zagier 教授等と議論を行
う。また、国内外の研究者を招聘し議論を行
い関連する結果を研究する。 
 
４．研究成果 
 
本研究では Fermat 多項式から決まる
Calabi-Yau多様体の導来圏を、同変連接層の
導来圏、深谷-Seidel 圏、Keller による DG
軌道圏、さらには安定性条件等の概念を使い
研究した。 
 
特に、Fermat 多項式 Xnの有限群 Gnによる同
変導来圏と Xnの深谷-Seidel 圏の同値関係を
DG 圏の枠組みで示した。また議論の途中では、
必要に応じてこれらの導来圏の剛性を明ら
かにした。Happelの An箙の表現の圏に関する
結果を使った。 
 
さらに、上記の導来圏の箙を用いた記述を与
えた。An箙のテンソル積であり可換な関係式
を持つ。各頂点がラグランジアンに対応し、
各辺が交叉に対応する。箙の例として、以下
の図が 3 次の Fermat 多項式の場合に得られ

る。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
さらに、上記の導来圏のコンパクト生成元と
その DG 圏を取り、DG 軌道圏の理論、特に圏
論的 Pontryagin双対の議論を行った。 
 
上記の箙の記述を通して安定性条件と壁越
え現象の議論を、導来圏の自己同値関手と関
連付けて議論した。 
 
また、剛的半安定対象の数え上げにより母関
数を構成し金子-Zagier の意味での擬保型形
式(quasi modular form)を得た。特に、これ
らは偽保型形式からなる。 
 
以上は、主に arXiv:0910.2014のプレプリン
ト  “Homological mirror symmetry of 
Fermat polynomials”に書き下した記述に基
づく。 
 

以上の研究を進めるために、本研究期間中に
はフランス高等科学研究所に訪問滞在した。
滞在中に、Maxim Kontsevich 教授（フランス
高等科学研究所）や Don Zagier教授(College 
de France、フランス/Max-Planck-Institut 
fur Mathematik、ドイツ）や Bernhard Keller
教授(Jussieu、フランス)等と議論を行った。 
 
また、数理解析研究所に Thorsten Weist 博
士 (University of Wuppertal、ドイツ )、
Jacopo Stoppa 博 士 (University of 
Cambridge、イギリス)、 Alexandr Usnich 博
士(University of Zurich) 、 大川領博士(東
京工業大学) 、 Jan Manschot 博士(フラン
ス原子力庁 Saclay 研究所)、 Zheng Hua 博
士(University of British Columbia、カナ
ダ)、 Marcelo Bernardara 博士(University 
of  Duisburg-Essen、ドイツ) を招聘し議論
を行った。 
 
さらに、広く議論を招くために彼らの数理解
析研究所、京都大学理学部数学教室、基礎物
理学研究所における講演の手配を行った。 
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