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研究成果の概要（和文）：代数多様体の自己同型は、変形に対して安定でなく、正則構造に深く

依存して存在していることから、その計算のために多くの分野にまたがる知識が用いられると

ても興味深い対象である。本研究では今までにも多く研究のなされているＫ３曲面やエンリケ

ス曲面を対象とし、その自己同型から派生する諸問題について考察した。具体的には、いくつ

かのＫ３曲面の自己同型から出発しモーデルヴェイユ格子、log del Pezzo 曲面、Ｋ３曲面の上

の自由対合に関して研究を行った。 
 
研究成果の概要（英文）：Automorphisms of algebraic varieties are not stable under 
deformations and depend deeply on their regular structure. Hence their computations need 
to use a number of results from related areas, so that in fact the research of them can be 
said to be very interesting. Our research focused on K3 surfaces and Enriques surfaces 
which had been extensively studied so far and considered various problems related to their 
automorphisms. Specifically, beginning with automorphisms of some K3 surfaces, we 
studied Mordell-Weil lattices, log del Pezzo surfaces and free involutions on K3 surfaces 
from our viewpoint.  
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１． 研究開始当初の背景 

 
(1) Ｋ３曲面はその性質の豊富さと類似によ

りしばしば楕円曲線の二次元版とも捉え
られ、代数曲面の中でも興味を持たれて
調べられている。たとえば現在も、代数
幾何的・数論的性質の解明や、ミラー対

称性の二次元版としての解明が目標とな
り活発に研究が進められている。 
 

(2) １９８８年に発表された「有限単純群の
ひとつであるマシュー群と有限シンプレ
クティック自己同型が対応する」という
定理は、Ｋ３曲面と他分野との極めて面



白いつながりとしてしばしば注目されて
いる。この定理から派生した結果は多い
が、そのうちの一つの拡張として、正標
数におけるＫ３曲面の有限シンプレクテ
ィック自己同型群のマシュー群を用いた
分類が近年のプレプリントで発表されて
いた。 

 
(3) Ｋ３曲面はしばしば楕円曲線束構造を持

つ。一般に代数曲面の楕円曲線束構造に
付随したモーデルヴェイユ格子は面白い
不変量で、有理曲面の場合にはこの分類
や整切断の計算方法などがわかっていた
が、Ｋ３曲面の場合にはまだわかってい
なかった。 

 
(4) 非シンプレクティックな自己同型に目を

移すと、非シンプレクティック対合の分
類の拡張として、素数位数の場合の非シ
ンプレクティック自己同型の分類が最近
完成された。対合の場合には log del 
Pezzo 曲面への大きな応用があることが
知られていた。 

 
(5) エンリケス曲面はＫ３曲面に自由対合を

付加したデータで定義される。最近、い
くつかのＫ３曲面、すなわち積型クンマ
ー曲面、ヤコビアンクンマー曲面、
Barth-Peters 型の曲面、ヘッシアンＫ３
曲面の場合にその上の自由対合が共役を
法として分類されていた。ただしこの場
合のこれらの曲面に課される一般性は幾
何的な条件では書かれていなかった。 

 
(6) エンリケス曲面は曲面の分類論の中でＫ

３曲面と似た位置づけや性質を持つもの
の、Ｋ３曲面と比較すると、まだ解明さ
れていない部分が数多くあると言える。
たとえば自己同型の観点から、まだ面白
い現象が発見できるのではないかと思っ
ている。 

 
２．研究の目的 
 
(1) 上記の、向井による「Ｋ３曲面における

有限シンプレクティック自己同型群の、
マシュー群を用いた特徴付け」定理が自
己同型に関する定理の中でも特に興味深
く追究された理由として、少なくとも次
の項目を挙げることができる。 

① 非自明さ：ある種の自己同型群の全体
像の記述に、一見無関連に見えるマシ
ュー群という有限単純群が本質的に用
いられる。 

② 記述可能性：分類した結果現れる１１

個の極大シンプレクティック自己同型
群それぞれが、低い次数で射影空間に
埋め込まれたＫ３曲面の対称性として
明示的に例示できる。 

③ 証明の多様性：少なくとも、マシュー
表現の存在を用いる群論的方法、コホ
モロジー格子をニーマイヤー格子に関
連付ける格子論的方法、中間商に現れ
る特異点の情報を帰納的に組み合わせ
て分類する幾何的方法がある。 

④ 拡張性：非シンプレクティック自己同
型群への拡大のしかた、（有限ではな
い）全自己同型群の計算、正標数のＫ
３曲面に対する有限シンプレクティッ
ク群の分類と言った関連する重要な話
題について、指針となる示唆を与えて
いる。 

 
 本研究ではこれらを指針に、考える自己同
型の種類を増やし、多様体も変化させること
で、研究を広げたい。また、関連して現れる
様々の多様体への応用も考えたい。今回、次
のように問題を設定した。 
 
(2) Ｋ３曲面のモーデルヴェイユ格子につい

てはまだ全体像と言えるものが得られて
いない。一方でシンプレクティック群の
格子論的分類で行われたように、Ｋ３曲
面のコホモロジー格子はニーマイヤー格
子と近い階数を持ち、シンプレクティッ
ク群のようにうまい状況が設定できれば
ニーマイヤー格子の面白い性質、例えば
マシュー群との関係をＫ３曲面に引き継
がせることができる。似た技術を用いて、
Ｋ３曲面のモーデルヴェイユ格子の理解
を深めることができないか？ 

 
(3) Ｋ３曲面の非シンプレクティックな対合

は格子論的に分類されているが、実はす
べての指数が２以下の Log del Pezzo 曲
面が、Ｋ３曲面のそのような自己同型に
よる商で書ける。そして、Ｋ３曲面に関
する格子論を用いることで、これらの log 
del Pezzo 曲面に関するかなり深い結果
が導かれる。では、新しく完成された位
数３以上の非シンプレクティック自己同
型に関しては log del Pezzo曲面への応用
はないのだろうか？ 

 
(4) エンリケス曲面が論理的に「Ｋ３曲面＋

自由対合」のデータと同値であることか
ら、自由対合そのものの研究もエンリケ
ス曲面の研究には有用であると信じられ
る。今までの研究においてはＫ３曲面の
中で”Picard-general”すなわちモジュラ
イの中の可算個の閉集合の補集合に対応
する点でのみ議論が行われていた。これ



は分類のテクニックが主に格子論的であ
ることから生じる技術的な制約であった。
では、これを取り除くように、自由対合
に関して幾何的な議論を用いて結果を得
ることができるであろうか？これにより、
自己同型の変形に対する安定性や退化と
いう視点が得られると期待できる。 

 
３．研究の方法 
 
(1) 階数の高いモーデルヴェイユ格子は対称

性が高く、安易な記述はできない。だが
数値的不変量は比較的すぐにわかるので、
これを用いて、ニーマイヤー格子、特に
リーチ格子への埋め込みができないかど
うか、格子の判別形式の理論を用いて試
行錯誤した。また、整切断の個数の計算
はコンピュータを用いたアルゴリズムが
簡単に組めるので、何通りも試してみた
が、実際には計算時間が途方もないもの
が多く、既に知られている以上の手がか
りはあまり得られなかった。 
 

(2) Hutchinson-Weber対合を定義できる射影
モデルの方程式を眺め、それを定義する
線形系を考えた。線形系を決定できた後
は、代数幾何の標準的な議論により自由
対合の記述が得られた。 

 

(3) Ｋ３曲面を位数３の非シンプレクティッ
ク自己同型で割った曲面を調べ、特異点
解消、ヒルゼブルフ曲面や log del Pezzo
曲面への縮約過程を調べた。ここで
も”Picard-general”という条件がある
場合には比較的簡単に log del Pezzo 曲
面が得られるが、それ以外の場合が難し
かった。 

 
４．研究成果 
 
(1) 標数 11 におけるある超特異楕円Ｋ３曲

面のあるモーデルヴェイユ格子が、ニー
マイヤー格子の中に実現できることを示
し、ここから関連付けられる binary 
Golay code の性質を用いて整切断の数え
上げを行った。また、ある種の自己同型
への応用も行った。特に、整切断の数え
上げに関しては、有理曲面の場合と本質
的に異なる、新しい議論をすることがで
きた。以上は投稿中の論文”Integral 
sections of some elliptic K3 surface 
via the binary Golay code”にまとまっ
ている。 
 

(2) ヤ コ ビ ア ン ク ン マ ー 曲 面 の 上 の
Hutchinson-Weber対合の代数幾何的な記
述を与えた。これは”Picard-general”

のような条件と独立な議論であり、これ
により HW 対合の退化の記述を与えるこ
とができる。これを応用して、逆に
Picard-generalなヤコビアンクンマー曲
面の上の HW 対合の分類に幾何的な証明
を与えた。また、HW 対合を定義する Weber 
hexad と呼ばれるパラメータ集合の持つ
六次対称群による対称性を、外部自己同
型の観点から考察した。以上は出版予定
の論文”Hutchinson-Weber involutions 
degenerate exactly when the Jacobian 
is Comessatti”にまとまっている。 

 

(3) Ｋ３曲面上の位数３の非シンプレクティ
ック自己同型の分類の理論を、log del 
Pezzo 曲面で指数３を持つものの理論に
応用した。この方法で得られる log del 
Pezzo 曲面が”重複非特異因子”を持つ
こと、逆も成り立つことを示し、この性
質を持つ log del Pezzo 曲面の特異点を
Ｋ３曲面の楕円曲線束の理論を用いて分
類した。以上は投稿中の論文”K3 
surfaces and log del Pezzo surfaces of 
index three”の内容である。 
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