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研究成果の概要（和文）：多次元データが単調型欠測データの下で、次の３つの課題：（１）多変量正規性検定
問題、（２）平均ベクトルや分散共分散行列に関する検定問題、（３）成長曲線モデルの下での適合性検定問題
について、それぞれ研究成果を得た。ここで単調型欠測データは、欠測構造として完全ランダム欠測を仮定して
いる。
（１）については、主に多変量標本尖度を用いた検定統計量の導出とその正規近似の精度評価、（２）について
は、分散共分散行列に関する尤度比検定統計量および修正尤度比検定統計量の導出と部分平均ベクトルの検定統
計量の提案とその帰無分布の導出、（３）については、検定統計量とその帰無分布に対するF近似などである。

研究成果の概要（英文）：When the type of multi-dimensional data has a monotone pattern of missing 
observations, the research achievements for the following three problems were obtained: (1) test for
 multivariate normality, (2) test for mean vectors and test for covariance matrix, and (3) test for 
adequacy in growth curve model. We assume that the data are missing completely at random (MCAR).
The main topics of (1) are the test statistic using multivariate sample kurtosis and the accuracy of
 normal approximation, (2) the likelihood ratio test statistic and the modified likelihood ratio 
test statistic for the covariance matrix, the test statistic for the sub-mean vector and the 
derivation of their null distributions, and (3) the test statistic for adequacy in growth curve 
model and F-approximation for its null distribution.

研究分野：数理統計学

キーワード： 多変量解析　欠測データ　正規近似　漸近展開
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研究成果の学術的意義や社会的意義
多変量統計解析の理論研究、特に検定問題において、検定統計量の分布の導出は容易ではなく、近似によるもの
がほとんどである。そのような背景の下、より良い近似分布、すなわち、近似上側パーセント点を与えることが
重要な問題となる。本研究は、欠測データや多変量正規性が成り立たないデータ、高次元データに対して、特
に、単調型欠測データの下でのいくつかの検定問題に対する検定統計量の帰無分布の漸近展開近似や近似精度の
よい変換統計量、正規近似、F近似などを導出しており、この結果は学術的に大きな意義があり、実データへの
応用につながるもので社会的意義のあるものと確信している。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
本研究は、統計科学における数理データサイエンス分野の基盤となる新たな統計理論を展開す
る研究である。その中で特に多次元データの母集団が多変量正規分布に従っているかどうかを
調べる多変量正規性検定問題、多次元データの特徴を表す平均ベクトルや分散共分散行列に関
する検定問題、そしてより現実的なデータ構造である成長曲線モデルというモデルの下での適
合性検定問題について、高次元データや欠測値が生じた場合などのより現実的な場面を想定し
た統計的手法の開発を行う研究である。 
 
 
２．研究の目的 
 
上記の背景の下、（１）多変量正規性検定問題、（２）平均ベクトル及び分散共分散行列の構造に
関する検定問題、（３）成長曲線モデルの下での適合性検定及び平均パラメータなどの検定問題
について、以下のような状況（仮定）の下で、新たな統計理論及び統計的手法の開発を行う。 
与えられている多次元データが欠測を含む場合や、母集団分布が多変量正規分布でない非正規
分布である場合、さらには高次元データである場合、そしてこれらを融合した場合について議論
し、検定統計量の分布やその性質などについて研究を行う。 
 
 
３．研究の方法 
 
多変量正規性検定問題については、これまでの研究成果として、特に多変量標本尖度を用いた検
定統計量の正規近似に関して、正規化変換統計量を提案しているが、これを改良する検定統計量
の提案、およびその発展として、データが単調型欠測構造をもつ場合に適用できる検定統計量を
導出し、その近似分布について研究を行う。また、欠測データの下での分散共分散行列の検定に
関する研究ついても並行して実施していく。計画としては随時、結果が得られ次第、学会発表、
論文投稿を行う予定である。成長曲線モデルについては、これまでの最尤推定量などの研究成果
を基盤として検定問題への適用が実施可能であると考えており、まずはこれまでの成果を再確
認し議論を進めていく。これらの研究においては膨大な統計計算を行う必要があり、研究を円滑
に実施するために、大学院生の補助・協力を得る予定である。またこの分野に詳しい国内外の研
究者と連絡を取り合い、レビューなどを受け進めていく。また、理論結果の検証が必要不可欠で
あり、そのために大規模なモンテカルロ・シミュレーションを行う。 
 
 
４． 研究成果 
 
(1) 令和３年度 
大きく２つの課題である、①多変量正規性検定問題、②平均ベクトルや分散共分散行列に関
する検定問題についていくつかの成果を得た。 
 
① 多次元データの母集団が多変量正規分布であるかどうかを検定する多変量正規性問題
において、先行研究にある完全データの下での多変量標本尖度を用いた検定統計量に
着目し、データ構造として単調型欠測データ、特に２ステップ単調欠測データに対す
る検定統計量の提案を行った。さらに、その期待値と分散に対する漸近展開近似を用
いて評価することによって、標準化した検定統計量を導出し、モンテカルロ・シミュレ
ーションにより高次元の場合を含めて正規近似に対する近似精度の数値的評価を与え
た。 
 

② 平均ベクトルの検定問題については、２標本問題に対する平均ベクトルの同等性検定
問題を一般の単調欠測データの下で議論し、検定統計量の帰無分布に対する漸近展開
及び近似上側パーセント点を与えることができた。さらにカイ二乗近似を改良する変
換統計量も導出した。 
分散共分散行列の検定問題については、２ステップ単調欠測データの下で、分散成分
がすべて等しく、共分散成分がすべてゼロであるスフェリシティ構造を帰無仮説とす
る検定問題、そして、２標本問題における分散共分散行列が異なる場合の部分平均ベ
クトルの検定問題について、それぞれ検定統計量の導出とその近似上側パーセント点
を与えた。最後にモンテカルロ・シミュレーションを行い、近似精度の評価を行った。 
 



 
(2) 令和４年度 
令和３年度に引き続き、大きく分けて以下の３つの研究成果を得た。 
 
① 多変量標本尖度を用いた多変量正規性検定統計量については、令和３年度に得た２ス
テップ単調型欠測の結果を３ステップ単調型欠測に拡張した結果を得ることができた。
また、完全データの下で、多変量尖度による検定統計量として正規化変換統計量が知
られているがそのさらなる改良となる検定統計量を提案し、モンテカルロ・シミュレ
ーションを通して、帰無分布の正規近似評価、そして、いくつかの非正規分布による検
出力の数値的評価を与えた。さらに多変量歪度を用いた検定統計量の帰無分布につい
て、自由度調整による新たなカイ二乗近似を提案した。 
 

② 平均ベクトルと分散共分散行列の同時検定について、２ステップ単調欠測データの場
合について議論し、尤度比検定統計量のバートレット補正を導出した。また、部分平均
ベクトルの検定問題については、２ステップ単調欠測データの下での Rao の U 型検定
統計量とその帰無分布に対する漸近展開近似を導出し、モンテカルロ・シミュレーシ
ョンにより、近似精度の評価を行った。 
 

③ 成長曲線モデルの適合性検定問題について、先行研究にある完全データの場合の検定
統計量を基に２ステップ単調型欠測の場合に拡張することを考え、検定統計量の提案
と、その近似帰無分布として検定統計量の期待値に対する漸近展開近似を与えること
によって、自由度調整による F近似を与えた。 
 

(3) 令和５年度 
令和３年度と令和４年度に引き続き、以下の３つの研究成果を得た。 
 
① 多変量正規性検定問題については、令和４年度の①で述べた多変量標本歪度を用いた
検定統計量のカイ二乗近似を改良し、統計量の性質を与えた。また、多変量尖度と多変
量歪度を組み合わせた MJB 統計量の修正統計量を与え、モンテカルロ・シミュレーシ
ョンによる数値評価を行った。 
 

② 令和３年度の②で述べた分散共分散行列のスフェリシティ構造に関する検定問題につ
いて、２ステップ単調型欠測から一般の単調欠測の場合に拡張することに成功した。
関連して令和４年度の②で述べた、平均ベクトルと共分散行列の同時検定について、
局所対立仮説に対する検定統計量の分布の漸近展開を与え、検出力の評価を行った。
さらに部分平均ベクトルの検定については、仮説のパターンが異なるいくつかの検定
問題を考え、それらに対する Rao の U 型検定統計量の分布の漸近展開及び変換統計量
を導出した。 
 

③ 令和４年度の③の続きとして、検定統計量の期待値ばかりでなく分散に対する漸近展
開（漸近分散）を与えることによって、新たな自由度調整による F近似を与え、モンテ
カルロ・シミュレーションによって近似精度の数値評価を行った。 
 

今後の展望として、本研究において議論が不十分であった非正規母集団、特に楕円分布など
の下でのこれらの議論、また高次元データの議論を行う必要がある。これらの研究は、国内
外を通して多くの研究者が取り組んでおり、本研究は欠測データ及び成長曲線モデルに関
するものの発展・拡張となるものである。特に、欠測構造にランダム性と単調性の仮定をお
くことにより解析的な解を与える理論研究という位置づけであり、今後さらに発展させて
いく予定である。 
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