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研究成果の概要（和文）：本研究では結び目や絡み目に対するメビウス・エネルギーを対象となる結び目や絡み
目の位相を考慮した解析を行うことである。絡み目型を表す位相不変量の一つに絡み数はガウス写像の写像度と
して定義される。ガウス写像を絡み目だけでなく結び目に対しても定義を拡張し、メビウス・エネルギーとその
メビウス不変分解によって得られた分解エネルギーとガウス写像の関連を研究した。その結果、ガウス写像を間
接的に用いた各エネルギーの間接表現と、ガウス写像を直接用いた第二分解エネルギーの直接表現を得た。前者
からは、エネルギー分解をエネルギーに対する中線定理と解釈できる事、後者からはメビウス・エネルギーと波
動写像の関係を得た。

研究成果の概要（英文）：We study the Moebius energy for knots and kinks taking the topology of knot 
type and link type into consideration,  The linking number of a link is the mapping degree of the 
Gauss map.  Here, generalizing the definition of the Gauss map to knots, we investigate relations 
the Gauss map and the Moebius energy and its decomposition.  As s result, we derive the direct 
expression using the Gauss map of the Moebius energy and its decomposed energies, and the indirect 
expression of the second decomposed energy.  The decomposition can be interpreted as the 
parallelogram low for the energy from the indirect expression,  The direct expression suggests 
relevance of the second decomposed energy to the wave map.

研究分野： 解析幾何学

キーワード： 結び目のエネルギー　絡み目のエネルギー　メビウス・エネルギー　メビウス不変　ガウス写像
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研究成果の学術的意義や社会的意義
結び目や絡み目のエネルギーは、それらの標準型を与えるために考案されたものである。その中でメビウス変換
により不変なエネルギーがメビウス・エネルギーである。この不変性は幾何学的には興味深いが、解析学的には
最小化列のコンパクト性の喪失を意味に、解析が困難となる。そのために、エネルギー構造のより深い理解が必
要となる。本研究により、位相不変量を与えるGauss写像との関連が明らかとなった。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通）

１．研究開始当初の背景
結び目のエネルギーは、与えられた結び目型における結び目の「標準形」を

与える事が目的で、O’Haraによって導入され、O’Haraエネルギーと呼ばれる。
その中の一つがメビウス・エネルギーであり、メビウス変換によって値を変えな
いこと (以後、メビウス不変性という)がその名前の由来となっている。メビウ
ス不変性は幾何学的には興味深い性質であるが、解析学的にはエネルギー最小化
列のコンパクト性の喪失を意味し、通常の方法では最小元の存在を示すことが出
来ない。結び目型が自明な場合と素の場合については、最小元の存在は知られて
いたが、合成結び目型については最小元の存在・非存在は知られていない。数値
計算により、存在しないと予想されている (カズナー・サリバン予想)が未解明で
ある。それは、結び目型という位相情報をエネルギー最小化問題にどのように取
り込むのか (取り込めるのか)が不明であるためである。また、メビウス・エネル
ギーは、エネルギーを曲線の曲がり具合を測る第一エネルギーと、ねじれ具合を
測る第二エネルギーに分解出来、しかも分解後のエネルギーもメビウス不変であ
ることが知られていた。分解エネルギーのエネルギー密度は、曲線としての接ベ
クトルを用いて表現される。その表現は数種類が知られていたが、それと結び目
型などの位相との関連が不明であった。分解前または分解後のエネルギー密度を
位相情報を提供する幾何学量を用いた表現が求められていた。絡み目についても
メビウス不変なエネルギーが存在する。こちらについてはメビウス不変分解は知
られていなかった。

２．研究の目的
メビウス・エネルギーの最小化問題を考察するにあたり、位相情報を取り込

み解析したい。解析学に基づく方法に位相情報を取り込むには、位相不変量か積
分などで表現するものと最小化問題あるいはエネルギーとの関連を調べる。2つ
の結び目からなる絡み目には、絡み数と呼ばれる位相不変量が存在する。これは
ガウス写像の写像度であるが、積分によって表現できる。結び目を絡み目の極限
と考えることで、それぞれのメビウス・エネルギーを統一的に扱う。統一する事
で、次の解析手段を確立する事を目的とする。

(i) 結び目のエネルギーのメビウス不変分解を絡み目のエネルギーに拡張する。

(ii) 絡み目の分解エネルギーとガウス写像の関連を調べる。

(iii) (ii)の結果を結び目のエネルギーに還元する。

３．研究の方法

（１）エネルギーの統一化
結び目のエネルギーは二重積分であらわされるが、変数の対角部分にエネル

ギー密度が特異性を持つ。そこで、まず結び目を 2成分絡み目の極限と考え、絡
み目に対するメビウス・エネルギーと結び目に対するメビウス・エネルギーを統
一化する。

（２）メビウス不変エネルギーの一般化
従来知られていた結び目に対するメビウス・エネルギーに分解を、統一化し

たエネルギーに適用し、一般化する。

（３）分解エネルギー密度とガウス写像の関係
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結び目に対する第二分解エネルギーのエネルギー密度にこの拡張されたガウ
ス写像が現れている。この表現を精査するとともに、第一分解エネルギー密度お
よび分解前のエネルギー密度についても類似の表現を探求する。

４．研究成果
結び目 f と 2成分絡み目 (f1,f2)に対するメビウス・エネルギーはそれぞれ

Ekt(f) =
∫∫

(R/LZ)2

(
1

∥f(s1)− f(s2)∥2Rn

− 1

D(f(s1),f(s2))2

)
ds1ds2,

Elk(f1,f2) =

∫∫
(R/L1Z)×(R/L2Z)

1

∥f1(s1)− f2(s2)∥2Rn

ds1ds2

で定義される。ここで、閉曲線 Imf , Imf1, Imf2 の長さと弧長パラメータをそ
れぞれ L, L1, L2 と s, s1, s2 とした。

E0(f1,f2) =

∫∫
(R/L1Z)×(R/L2Z)

(
1

∥f1(s1)− f2(s2)∥2Rn

− ∂2

∂s1∂s2
log ∥f1(s1)− f2(s2)∥Rn

)
ds1ds2

と置くことで、

E0(f1,f2) =

{
Ekt(f1)− 4 (結び目 (f1 ≡ f2)の場合),
Elk(f1,f2) (絡み目の場合)

と統一化できる事を示した。これらに対し、メビウス不変分解

E0(f1,f2) = E1(f1,f2) + E2(f1,f2)

が成り立つ事を示した。この分解は結び目のエネルギーについては知られていた
ものである。右辺のエネルギーは、

E1(f1,f2) =

∫∫
(R/L1Z)×(R/L2Z)

∥τ 1 − τ 2∥2Rn

2∥f1 − f2∥2Rn

ds1ds2,

E2(f1,f2) =

∫∫
(R/L1Z)×(R/L2Z)

2

∥f1 − f2∥2Rn

×
⟨
τ (s1) ∧

f1 − f2

∥f1 − f2∥Rn

, τ (s2) ∧
f1 − f2

∥f1 − f2∥Rn

⟩
∧2Rn

ds1ds2

で与えられるもので、E1が曲線の曲がり具合を測り、E2がねじれ具合を測ると解
釈できる。これらのエネルギーをガウス写像を用いて表す。絡み目に対するガウ
ス写像は、第二分解エネルギーのエネルギー密度に現れる

g(s1, s2) =
f1(s1)− f2(s2)

∥f1(s1)− f2(s2)∥Rn

である。結び目に対しては、上の式の f1と f2 を f に置き換えたものとして定
義する。但し、分母 ̸= 0となる範囲が定義域となる。τ i を f i の単位接ベクトル
とし、

τ ∗
1 =

(
∂

∂s1
∥f1 − f2∥

)
g − ∥f1 − f2∥

∂g

∂s1
,

τ ∗
2 = −

(
∂

∂s2
∥f1 − f2∥

)
g + ∥f1 − f2∥

∂g

∂s2
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とおくと、

E(f1,f2) =

∫∫
(R/L1Z)×(R/L2Z)

∥τ 1 − τ ∗
2∥2Rn

2∥f1 − f2∥2Rn

ds1ds2

=

∫∫
(R/L1Z)×(R/L2Z)

∥τ ∗
1 − τ 2∥2Rn

2∥f1 − f2∥2Rn

ds1ds2,

E1(f1,f2) =

∫∫
(R/L1Z)×(R/L2Z)

∥τ 1 − τ 2∥2Rn

2∥f1 − f2∥2Rn

ds1ds2

=

∫∫
(R/L1Z)×(R/L2Z)

∥τ ∗
1 − τ ∗

2∥2Rn

2∥f1 − f2∥2Rn

ds1ds2,

E2(f1,f2) =

∫∫
(R/L1Z)×(R/L2Z)

(τ 1 − τ ∗
2) · (τ 2 − τ ∗

2)

2∥f1 − f2∥2Rn

ds1ds2

が成り立つ。τ ∗
i はガウス写像を用いて定義されるものであるが、上の表現には

ガウス写像そのものは陽には現れない。そのためこれをガウス写像を用いた間接
表現と呼ぶ。E2 についてはガウス写像を直接用いて

E2(f1,f2) = −2

∫∫
(R/L1Z)×(R/L2Z)

∂g

∂s1
· ∂g

∂s2
ds1ds2

と表現される (直接表現)事も示した。
間接表現により、メビウス不変分解はエネルギーに対する中線定理であると

解釈できる。また、従来は分解前のエネルギーについて知られていた余弦公式に
類似のものが分解エネルギーについても存在することが分かった。第二分解エネ
ルギーの直接表現は、第二分解エネルギーがトーラスから球面への波動写像（調
和写像の一種）と関連する事が導かれた。従来より第一分解エネルギーは分数冪
調和写像との類似する事が分かっていたが、本研究により分解エネルギーと調和
写像との一層の親和性が見えた。調和写像には位相情報を解析に取り組んだ方法
がある程度確立している。本研究の今後の進むべき方向が明らかとなったと言え
るだろう。
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