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研究成果の概要（和文）：流体方程式を全空間で数値的に解き、以下の研究を行った。２個の渦領域の融合過程
を、全平面および周期領域、それぞれで計算し時間発展を比較し、周期領域下の方が減衰が早いことを示した。
３個の渦領域の衝突過程の計算では、エネルギースペクトルの巾則が、全空間の場合に明確に現れ、次元解析の
予言-11/3 を含む事を示した。３次元問題では、渦輪の繋ぎ変えの計算を行い、全空間と周期領域の場合を比較
した。有限エネルギーの乱流のエネルギースペクトルの巾則 -8/3 を持ち得るか否かを検討している。
また、３次元ナビエ-ストークス方程式や、１次元の亜粘性Burgers方程式の自己相似プロファイルを研究した。

研究成果の概要（英文）：After developing numerical codes for solving fluid dynamical equations on 
the whole space, we have carried out the following research.
We simulate merging of like-signed vortices to compare it with that under periodic boundaries. It is
 found that decay takes place faster on the periodic domain than the whole plane. We also simulate 
merging of three localized vortices that generates finer spatial structure  in order to study the 
decay law of the total enstrophy and spatial patterns in vorticity. We examined the power-law of the
 energy spectrum on R2 comparing them with the predictions of phenomenological models, including E
(k)~k**(-11/3).
For 3D flow we solved fluid equation on the whole space to study reconnection of vortex rings. We 
are checking if the energy spectrum allows a power-law behaviour E(k)~k**(-8/3), characteristic to 
finite energy turbulence. We also studied self-similar profiles for the 3D Navier-Stokes and 
hypoviscous Burgers equations.

研究分野： 流体力学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
これまで、多くの数値計算は周期境界条件の下で行われて来ていて、全空間での流れと定性的に同様であると考
えられてきた。今回、両者の計算を詳しく比較することで、その差異を明らかにすることが出来た。特に、周期
境界条件における周期鏡像列の存在が、流れの減衰早めることを明らかにした。この事は、流体力学方程式の理
論解析においても、有用な知見となり新たな手法を生み出すきっかけになると期待する。また、３次元ナビエ-
ストークス方程式の（非線型）自己相似プロファイルを決定したのは、世界で初めてである。このプロファイル
に現われる非線型性の痕跡を詳細に研究することで、同方程式に関する理解を深める事が可能である。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景
流体方程式の基礎的性質に関する数値解析的研究の多くは、取扱いの便利さから、周期境界条件で行

われてきた。一方、数学解析的な研究では、周期境界のみならず、全空間での流れも取扱う。一例として

3 次元Euler 方程式の短時間の存在定理を挙げると、全空間の場合と周期流を比較すると、存在時間

の評価が異なる。これは、技術的な事だが、一般的には、周期鏡像の有無により、物理的に興味深い違い

をもたらす場合がある。さらに、自己相似解の研究においても、周期境界下では局所相似性を近似的に仮

定せざるを得ず、厳密な取扱いには全空間が必要となる。
２．研究の目的
本研究の目的は、全空間におけるNavier-Stokes乱流の性質を、数値解析的手法で調べて周期境界条

件下の結果と直接的に対比することである。境界を持たない流れの基礎研究に関して、これまで数多くの

数値解析的研究がなされてきたが、そのほとんどは、周期境界条件下によるものである。他方、 R3 とT3

の場合の数学解析的研究では、それらの評価式が若干異なる。ここでは、2 次元流、及び、3 次元流につ

いて物理的、数学的に興味がある問題を取り上げ、直接数値計算により境界条件による相違を吟味する

３．研究の方法
数値解析的な側面では、差分解法に高速ポアソンソルバーを用いて、２次元・３次元Navier-Stokes方程

式を全空間での、直接数値計算を行うためのプログラムを構築した。まず、挙動の分かっている線型化解

などで、コードの妥当性を検証した後、２次元問題から計算に着手した。 全平面での計算を得た後、初期

値を周期領域に移植し、標準的なフーリエ擬スペクトル法による、直接数値計算を実行した。

(その際、データの移植の方法を、注意深く考慮し、整合性のある方法を定式化した。)

その後、 ２次元での経験を活かして、３次元問題に取り組んだ。

４．研究成果
２次元では、２個の同符号を持つ局在した渦の融合過程を計算し(図参照)、初期値を周期領域に移植し

て、繰り返した計算と比較した。その結果、渦の融合は、周期境界条件下では、ずっと早い時間スケール

で起きることを観察した。次に、３個の局在した渦の融合過程を計算し、そのエンストロフィースペクトルに

あらわれる冪法則を、種々の現象論と比較した。その指数は、-1から-2に分布しているが、渦糸の巻き上げ

によるスパイラルモデルの予言-5/3をも含むことを観察した。この値は、全平面におけるエンストロフィー

カスケードの数学解析に現われる閾値と一致しているという興味深い事実を注意した。この初期値を移

植後から計算した周期流の場合、エンストロフィーなどの減衰は、より早く起きて、エンストロフィースペク

トルには、冪則は見られない、即ち、より急な減少しかみられないことを観察した。この３個の渦領域の設

定は、有限時間で衝突する３本の渦糸の問題の正則化になっていて、異常散逸が起き得る配位と考えら

れる点で興味深い。(この研究は、現在、投稿中である。)



３次元では、長年の懸案であった、３次元Navier-Stokes方程式の自己相似プロファイルを、今回構築し

たコードによる時間発展法に、スケール変換を組み合わせることで、数値的に決定することに成功した。

自身の研究で、既に得ていた、線形化方程式の表現（厳密解）を初期値にとり、時間発展させることで

変換後のプロファイルが収束することを確認することが出来た。今回、数値的に得られたプロファイルは

３次元Navier-Stokes方程式の非線型項に由来する摂動を含んでいるため、その詳細な研究から、この

方程式の解の挙動に対する知見を得ることができる。

３次元の時間発展問題としては、２個の渦輪の繋ぎ変えの問題を取扱った。周期境界の場合と比較して

いる。こうして、より非線型性が強く現われるような設定で計算を行ない、全空間での乱流の特徴づけを行

なう素地が出来上がった。

　　また、１次元の亜粘性Burgers方程式の自己相似解の問題を、理論的に定式化し、その自己相似プ

ロファイルを特徴付ける、擬恒等変換の満足する方程式を導いた。(この事は、この系が可積分であること

を示している。) その近似解を構成し、Newton法で数値的に得られたプロファイルと近いことを確認した

　　関連する研究として、Navier-Stokes方程式の正則性を担保する対流項の役割を調べるため、そ

の項に修正を加えた方程式を考察した。直接数値計算によって、修正された方程式の解が、有限時間で

爆発することを示した。また、元の方程式を復元する極限において、爆発時間が非有界になることを示し

た。これらは、Navier-Stokes方程式の長時間の正則性と整合する結果である。
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