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研究成果の概要（和文）：筆者らが考え出した連接接束の概念の応用として，特異点をもつ３次元Eucli 空間に，合計
４個のガウス・ボンネ型の公式を見いだし，多くの応用を与えた．また折り目特異点をもつ空間的極大曲面が，時間的
な曲面への自然な解析的拡張をもつ，という事実に着目し，３重周期的なシュワルツＤ型の極大曲面について，実際に
その解析的延長が埋め込みになることを示した．また，平均曲率関数が符号変化をしないはめ込まれた曲面のクラスに
おいて３次元球面の中におけるクリフォード・トーラスの剛性を示した．このほか平面曲線の特異点についても変曲点
に関する Bol の予想の簡単な証明を与えるなど，いくつかの新しい結果を得た．

研究成果の概要（英文）：Using the concept of coherent tangent bundles, we (the head investigator and the 
research group) found four new Gauss-Bonnet type formulas for closed surfaces with singularities in 
Euclidean 3-space. Using the fact that a spacelike maximal surface with fold singularities has an 
analytic extension across those singularities, we showed that the analytic extensions of the 
triply-periodic Schwarz D type maximal surfaces are all embedded. In a joint work with Yoshihisa 
Kitagawa, we proved that the Clifford torus is rigid in the class of immersed flat tori whose mean 
curvature functions do not change sign. Moreover, we obtained some interesting results for plane curves. 
For example, a simplification of the proof of Bol's conjecture on sextactic points was discovered.

研究分野：微分幾何学
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１．研究開始当初の背景 
本研究は，筆者が代表であった 
 
基盤研究 A（一般）19204005 
特異点をもつ曲線と曲面の幾何学 
（H19年度--平成 21年度） 
 
の継続研究課題である．上記の期間の研究で
曲線・曲面に関する特異点の微分幾何学的研
究が，ほぼ軌道に載ったこともあり，研究範
囲を，より次元の高い超曲面も含めることに
した．特に上記研究課題において佐治氏と山
田氏との共同研究により，超曲面に現れる代
表的な特異点の族である A 型の特異点の便
利な判定法を得たことが，今回の超曲面への
研究発展の鍵となった．今回の申請にあたっ
ては，特異点論と微分幾何学のよりいっそう
の研究交流を目指す研究計画を立てた． 
 
２．研究の目的 
本研究は，ここ数年の筆者等の特異点をもつ
曲面の研究の発展である．特異点論では従来
おもに，特異点の位相幾何学的なふるまいに
注目してきたが，本研究では「特異点に曲が
り具合あるいは尖り具合を測る新しい不変
量を導入し，波面としての超曲面の位相との
関係を調べる」ことを目標とする．具体的に
は，以下の４つのテーマについて研究を行う． 
１．特異点をもつ曲面および超曲面の微分幾
何学の構築． 
２．波面の特異点と位相に関する研究，およ
びその関連分野への応用． 
３．Euclid空間および双曲型空間における完
備かつ有界な極小曲面の研究．  
４．平面単純閉曲線の４頂点定理の現代的再
解釈と曲面への応用． 
これらは，相互に有機的に結びついており，
各テーマについて年度ごとに目標を設定し，
段階的に最終目標の達成をめざす． 
 
３．研究の方法 
（１）[特異点をもつ曲面および超曲面の微
分幾何学の構築] 
研究代表者は，研究分担者の山田，橋本，間
下，連携研究者の佐治，阿賀岡，宮岡の協力
のもと，超曲面の A型特異点に，特異主曲率
の概念を定義し，特異点のまわりの断面曲率
の挙動を解析する．また連接接束の概念を用
いて，山田氏・佐治氏と一緒に連携研究者の
満渕，後藤らの協力のもと曲面や超曲面につ
いて，新たなガウス・ボンネ型の定理の樹立
をめざす． 
（２）[波面の特異点の位相に関する研究お
よびその関連分野] 
研究代表者は，連携研究者のラスマン，藤森
と一緒に，解析的手法に精通している連携研
究者の小磯の協力のもと，３次元時空におい
てカスプ辺やツバメの尾などの特異点を有
する３重周期的な極大曲面の構成を行う．同
時に研究協力者の Yang 氏（韓国，高麗大学）

とも連携して，空間的極大曲面の時間的極小
曲面への型変化について研究を行う．また，
研究代表者は，３次元 de Sitter 空間の中
で，特異点を許容する平均曲率１の曲面と，
リーマン面の双曲計量との関係を調べる研
究を，連携研究者の國分，川上，藤森，ラス
マンと行う． 
(３)[Euclid 空間あるいは双曲型空間におけ
る完備かつ有界な極小曲面の研究] 
研究代表者は，分担者の山田と共に，研究協
力者の Martin 氏（スペイン，グラナダ大学）
と連携して，３次元双曲型空間における平坦
な波面で，完備かつ有界なものの構成をめざ
す．手法としては，関数論のルンゲの定理を
駆使する方法を用いる． 
（４）[平面単純閉曲線の４頂点定理の現代
的再解釈と曲面への応用] 
連携研究者の北川は，３次元球面の平坦トー
ラスが，ある種の条件を満たす「2 次元球面
上の閉曲線の対」と１対１に対応することを
示した．この対応を用いて，研究代表者は，
北川氏との共同研究で，平均曲率関数が符号
を変えないときには，はめ込みの範囲まで
Clifford トーラスの剛性が保存されること
を示す研究を行う． 
また，研究代表者は，以前に，研究協力者の
Thorbergsson 氏（ドイツ，ケルン大学）との
共同研究で intrinsic circle system の理論
を構築したが，その共同研究の延長として，
今回は，射影平面における平面曲線の２次曲
線との接触に関する応用について研究を行
う． 
以上４項目の研究について，研究代表者の梅
原および分担者の山田，大仁田，間下，橋本
らは，それぞれ国内外において，当該テーマ
に関係する研究集会等を主催し，研究の活性
化と研究交流の推進を図る． 
 
４．研究成果 
（１）[特異点をもつ曲面および超曲面の微
分幾何学の構築] 
このテーマの研究では以下の成果を得た． 
研究代表者は，分担者の山田，および連携研
究者の佐治との共同研究で，n 次元 Euclid 
空間の閉超曲面が A 型の特異点のみを有す
るとき，ある種のガウス・ボンネ型の指数公
式を証明し，さまざまな応用を与えた．この
成果は論文にまとめたが現在査読中である． 
研究代表者は．分担者の山田を含む５名の
共同研究において，交叉帽子の内的な不変量
を系統的に見つけ出すアルゴリズムを見つ
けた．さらに交叉帽子の等長変形の具体例を
与えて内的でない不変量も同時に見いだし，
１つの論文にまとめた． 
これに関連して，研究代表者は，山田氏，
直川氏との共同研究として，３次元 Euclid
空間のカスプ辺の等長変形に関する研究を
行い，一般的なカスプ辺は，互いに等長的で
特異点集合も共通である，互いに合同でない
もう一つのカスプ辺をもつことを示した． 



 
（２）[波面の特異点と位相に関する研究，
およびその関連分野への応用] 
このテーマについては以下の成果を得た． 
３点に円錐的特異点をもつ球面上の定曲率
１の曲面の分類を用いて，研究代表者は，分
担者の山田，連携研究者の國分，藤森，ラス
マン，川上との共著論文で３次元双曲型空間
の３つのエンドをもつ平均曲率１の曲面の
完全な分類を与えた（文献 [9]）． 
この研究に関連して，与えられた双曲的ガ
ウス写像をもつ３次元 de Sitter 時空の平
均曲率１の曲面と，ある種の特異点を許容す
るリーマン面上の双曲計量との間に，自然な
全単射が存在することを,研究代表者は，分
担者の山田，連携研究者の國分，藤森，ラス
マン，川上との共同研究で示した（文献 [3]）． 
研究代表者は，分担者の山田，連携研究者
のラスマン，藤森，そして研究協力者の Yang 
との共同研究で，数年前の同じメンバーによ
る共同研究で構成した３次元時空の３重周
期的なシュワルツ型の極大曲面が，実は，時
間的極小曲面への実解析的延長をもち，曲面
は全体として埋め込みになっていることを
証明した．この研究に関連して，上記５人に
加えて，韓国から３名を加えた８人の共著論
文として，３次元時空において，光的直線上
で型変化をする極大曲面を巾級数の方法を
用いて構成した．このような曲面の存在は 
Klyachin により可能性としてのみ指摘され
ていたが，本研究でその存在が初めて明らか
になった．さらに，同じメンバー８人で，３
次元時空の空間的極大曲面が，時間的極小曲
面へ型変化をするメカニズムを解明し，さら
にその流体力学への応用を与えた． 
 
（３）[Euclid 空間および双曲型空間におけ
る完備かつ有界な極小曲面] 
このテーマについては以下の成果を得た． 
研究代表者は，分担者の山田，および研究
協力者の Martin と共著で，３次元双曲型空
間の弱完備かつ平坦な波面で，２つの双曲的
ガウス写像が共に有界であるものを構成し
た（文献 [1]）．この状況で筆者等は，さら
に曲面自身が有界であるものの存在を期待
しているが，まだ最終目標には至っていない． 
 
（４）[平面単純閉曲線の４頂点定理の現代
的再解釈と曲面への応用] 
研究代表者は，連携研究者の北川と共に，
３次元球面のクリフォード・トーラスが，平
均曲率が符号を変えないはめ込みのクラス
において剛性をもつことを示した（文献 
[11]）． 
研究代表者は，当時修士の学生であった芝
翔平氏と平面曲線のカスプと変曲点におけ
るアフィン曲率の振る舞いに関する研究を
行った（文献 [7]）．この研究に関連し，研
究代表者は，以前に代表者が Thorbergsson 
氏と証明したsextactic点に関する Bol予想

の簡単な別証明を与えることに成功した（文
献 [12]）． 
 
研究代表者は，研究協力者の Thorbergsson 
氏と，数年前に Foreman 氏が発表した射影不
変な新型の４頂点定理の精密化とその双対
版を与える研究を行った（文献 [5]）． 
研究代表者は，当時，東工大の学部４年生
であった郷内氏との共同研究で，丁度４個の
カスプをもつ卵形線の縮閉線の形状の分類
を行った． 
 
以上の研究において，研究代表者は 2012 年
の日本数学会の総合講演において，筆者等の
研究についての総合的な研究報告を行った． 
また，代表者は，期間中２回，2011 年と 2012
年の 5 月に，Pedit 氏と Abreasch 氏との共
同で，ドイツの Oberwolfach 数学研究所にお
いて，曲面の微分幾何学に関する国際研究集
会を開催した．また，2013 年 2月には，東京
工業大学において，分担者の山田氏，Rossman
氏，およびグラナダ大学の Martin 氏らと，
スペインと日本の友好国際研究集会を開催
し，当該研究テーマについて，参加者らと研
究連絡および討論を行った．一方，研究分担
者の間下氏は，毎年１１月に部分多様体の研
究集会を開催し，分担者の橋本氏は，名城大
学で毎年３月に，同じく部分多様体に関する
研究集会を開催し，それぞれ，本研究テーマ
に関連する内容について，研究交流を行った． 
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