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研究成果の概要（和文）：ローレンツ空間形内の空間的部分多様体に対して、「光錐ガウス写像」を導入し光的曲率と
言う不変量を構成た。その不変量を用いて、空間的部分多様体に沿った「光的超曲面」の特異点の記述をルジャンドル
特異点論を応用することにより行った。さらに、相対性理論やブレーン宇宙論で重要な「世界面」に対して「焦点集合
」を記述する幾何学的枠組みを構成し、「グラフ型ルジャンドル開折」の理論を用いて「波面の伝播」との関係を明ら
かにした。

研究成果の概要（英文）：In this research project we constructed the notion of 'lightlike curvature' for sp
acelike submanifolds of Lorentzian space forms by using the notion of  'lightcone Gauss maps'.As an applic
ation of the theory of Legendrian singularities, we described the singularities of the lighhtlike hypersur
face  along a spacelike submanifold. Moreover, we constructed a geometric framework to describe the causti
cs of world sheets which is an important notion in the theory of general relativity and the brane world sc
enario.  We clarified the relation of the caustics and the wave front propagations iby using the theory of
 graph-like Legendrian unfoldings.
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１．研究開始当初の背景 
現代幾何学の主要な分野として、位相幾何学、
微分幾何学、代数幾何学があるが特異点論は
これらすべての幾何学を故郷としている。例
えば、モース理論、はめ込みと埋め込みの理
論、広中の特異点解消理論等であるが、それ
らは現代においては様々な応用へと昇華さ
れつつある。また、20世紀前半までは、幾何
学は主として非特異的な対象を研究してき
たが、特異点論の発展により、特異点を許容
する対象をもその研究対象として含みつつ
ある。また、人類は古来より、特異的な現象
に注目して来たと言える、特に 20 世紀終盤
から、古典的微分幾何学への特異点論の応用
と 100年経った相対性理論への応用、衝撃波
の解析、画像処理理論への応用などが、よう
やく可能な段階に到達してきたのが、研究開
始当初の背景である。 
２．研究の目的 
当研究は特異点論の中でも「微分可能写像の
特異点論」を応用することにより、部分多様
体の微分幾何学、変分問題に現れる特異点、
非線形偏微分方程式系の解の衝撃波、経済学
のランキング問題と超平面配置、微分式系、
ブレーン宇宙論に現れる特異点等の具体的
分野やそれまでに知られていた分野以外へ
の応用可能性についての探究や新たな分野
への応用を目指して、既存の特異点論の成果
を応用すると同時に、特異点論自体の基礎的
部分の深化発展を目的とした。 
３．研究の方法 
具体的には、分担者や連携研究者を大まかに
以下の３つのグループに分けて研究を推進
した。(a) 微分幾何学、シンプレクテイック
幾何学や偏微分方程式の幾何学的理論にお
いて問題の発掘と理論の整備を行うグルー
プ：（小野、梅原）。 (b) 偏微分方程式論の
解析的側面の整備と映像理論や結晶成長の
理論における偏微分方程式の解に特異点が
出現する状況を幾何学的測度論や解析的方
法により研究するグループ：（利根川、小池）。 
(c) 他のグループで整備された概念、道具を
特異点論の立場から見直し、応用が可能なも
のは応用し、問題点を整備しそれを他のグル
ープへフィードバックするグループ：（泉屋、
石川、寺尾、大本）。これらの役割分担の下
で、各グループで得られた問題点や結果を分
担者会議や個別の研究打ち合わせなどを通
して、研究を推進した。各年度ごとにそれまで
に得られた、問題点や新たな現象にたいして、
上の研究分担に沿って、具体的な目標をたてて、
成立する諸定理などの目標を決め具体的に証
明を試みた。この結果は、関連する国内外での
研究集会で成果発表を行い更なる発展のため
に、研究討論を行った。また、に毎年度ごと目標
となる幾何学的現象や偏微分方程式の種類を
定めることも平行して行った。 
理論系の分野である数学の主たる研究方法は、
実際の面談による、研究打ち合わせである。こ
の場合、研究打ち合わせと言っても、準備のた

めの打ち合わせではなく、実際に踏み込んだ計
算や証明が行われるために、一回の訪問や招
聘が最低１週間～３週間に及ぶ。そのために、
決算では、全体的に旅費の占める率が高くなっ
ている。これらの方法を実施するために、連携研
究者のみならず国内外の専門家の招聘や訪問
が主となった。 
 
４．研究成果 
初年度の成果として、ローレンツ多様体のも
っとも単純な場合で、特殊相対性理論の舞台
である一般次元のミンコフスキー時空内の
空間的部分多様体の不変量の構成とその幾
何学的意味付けの研究を推進した。以前から
の代表者の研究で、ミンコフスキー時空内の
空間的部分多様体で余次元２の場合がユー
クリッド空間内の超曲面の理論に対応する
ことが理解されてきたので、今回は、余次元
が３以上の場合にどのように基礎理論を構
成すべきかについての研究を行った。そのた
めに、余次元２の空間的管状部分多様体と言
う概念を新たに導入することにより、代表者
の先行研究である余次元２の空間的部分多
様体の成果を応用することにより、新たな、
不変量の構成に成功した。その結果、従来の
研究で得られている、双曲空間内、ド・ジッ
ター空間内、ユークリッド空間内、球面内の
部分多様体の研究をこの観点から統一的に
扱うことが可能となった。その後、この成果
をもとに、ミンコフスキー空間内の空間的部
分多様体に対して、「光的絶対全曲率」の概
念が定義可能となり、その値の下からの評価
式を与えた。この評価式は、ユークリッド空
間内の部分多様体に対して、従来より知られ
ていたチャ－ン・ラーショフの不等式をミン
コフスキー空間内の空間的部分多様体に対
して一般化するばかりではなく、代表者によ
るホロ球面的絶対全曲率の下からの評価の
一般化ともなっていることが解った。この評
価式が最小となる場合の空間的部分多様体
として「光的タイト空間的部分多様体」と言
う概念を新たに導入し、その幾何学的特徴付
けを与えた。この光的タイトと言う概念につ
いては、今後の詳しい研究発展が期待される。
一方、相対性理論では、等時性と言う概念が
なくなるために、考えるべき幾何学的対象は
単独の空間的部分多様体ではなく、その１径
数族として得られる「世界面」を考える必要
がある。単独の空間的部分多様体から発せら
れる光は全体として、「光的超曲面」を構成
し、それを記述する枠組みが 23 年度までの
研究で構成されたが、「世界面」について、
理論物理学者が提唱している、「焦点集合」
を記述する枠組みとして、「グラフ型ルジャ
ンドル開折の理論」が当てはまることを発見
した。この理論は、ユークリッド空間内の超
曲面の平行超曲面族や完全積分可能１階ホ
ロノミック偏微分方程式系の解の特異点を
記述するために、代表者が従来の研究で構成
したものであるが、今回、「世界面」の「焦



点集合」を記述する枠組みとして、応用可能
であることがわかった。さらに、その研究過
程で、グラフ型ルジャンドル特異点論とラグ
ランジュ特異点論との関係を明らかにする
こともでき、この理論の応用範囲を大きく広
げる事が可能となった。 
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