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研究成果の概要（和文）：（１）Donghi Lee氏との共同研究：McShaneの等式の類似を２橋結び目に対して証明した。
更に，２橋絡み目に付随するHeckoid軌道体が双曲軌道体であることを証明し,2橋絡み目群から偶型Heckoid群の上方メ
リディアン対保存全射準同型を全て決定した．
（２）大鹿健一氏との共同研究：3次元多様体Mのヘガード曲面Sが十分大きなHempel距離を持つなら，Sに対して自然に
定まる写像類群Gが自然な自由積群分解を持つことを証明した

研究成果の概要（英文）：(1) Joint work with Donghi Lee: We established a variation of McShane’s identity 
for 2-bridge links. Moreover, we introduced the Heckoid orbifolds and proved that they are hyperbolic, 
and gave a systematic construction of epimorphisms from 2-bridge link groups onto Heckoid groups. 
Furthermore, we proved that these are the only upper-meridian pair preserving epimorphisms onto even 
Heckoid groups.
(2) Joint work with Ken’ichi Ohshika: We proved that for a Heegarrd surface S of a 3-manifold M with 
high Hempel distance, a certain natural mapping class group associated with S has a natural free 
decomposition. We also proved that if S is of bounded combinatorics then there is a nonempty open set U 
of the projective measured lamination space of S, such that any simple loop in U is not null-homntopic in 
M and that any two distinct simple loops in U are not homotopic in M.

研究分野： 低次元トポロジー

キーワード： 2-bridge knot　2-bridge link　bridge decomposition　Heegaard splitting　McShane's identity　c
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１．研究開始当初の背景 
秋吉，和田，山下の３氏との共同研究で，１
点穴あきトーラス群に関するJorgensen理論
を確立し，その拡張により２橋絡み目の双曲
構造が自然に理解できることを示していた. 
そしてこの研究から，２橋絡み目の双曲構造
と橋構造に関する様々な予想が自然に生ま
れていた．更にその予想の一般化として，一
般の３次元多様体の幾何構造とヘガード構
造との関係に関する予想も立てていた． 
 
２．研究の目的 
３次元多様体の幾何構造と組み合わせ構造
（特にヘガード構造）との関係を解明するこ
と，特に２橋絡み目に関する諸予想を解決す
ること． 
 
３．研究の方法 
研究成果 (1),(2),(3)を得るにあたっては，
Small cancellation theory が最も重要な手
段であった．研究成果(5)は３次元多様体論
における様々な幾何的手法と幾何学的群論
の手法が重要な役割を果たした．また実験的
性質をもつ研究成果(4)(5)ではコンピュー
タ実験が大切な役割を果たした． 
 
４．研究成果 
（１）２橋絡み目に関する McShane の等式の
証明（Donghi Lee 氏との共同研究）：穴あき
トーラスフックス群に対するMcShaneの等式
の類似を２橋結び目に対して証明した。これ
により、双曲的結び目のカスプの形を２橋絡
み目補空間内の２橋球面が定める４点穴あ
き球面上の本質的単純閉曲線の複素長さに
より記述できた。証明の最も難しい部分は，
無限級数が収束することの証明であるが，こ
れは，次の２つの群論的結果と有限体積双曲
多様体の length spectrum の離散性を用いる
ことにより解決した．(a) ２橋絡み目補空間
内の２橋球面が定める４点穴あき球面上の
２つの本質的単純閉曲線がホモトピックに
なるための必要十分条件を与えたこと．(b)
２橋絡み目補空間内の２橋球面が定める４
点穴あき球面上の本質的単純閉曲線が周辺
的であるための必要十分条件を与えたこと．
これらの群論的結果は，small cancellation 
theoryを2橋絡み目の２元生成１関係式の群
表示に適用することにより得られた． 
 
（２）Heckoid 軌道体と Heckoid group の研
究（Donghi Lee 氏との共同研究）：２橋絡み
目に付随するHeckoid軌道体の概念を導入し,
それが双曲軌道体であることを証明するこ
とにより,Rileyにより導入された2橋絡み目
群に付随する Heckoid 群の概念をきちんと
定式化した。また,2 橋絡み目群から Heckoid
群への全射準同型の組織的構成を与えた。こ
れはRileyによる構成の一般化になっている．
更に偶型 Heckoid 群に対しては，その２橋球
面が定める４点穴あき球面上の単純閉曲線

がHeckoid軌道体内でヌルホモとピックとな
るための必要十分条件をsmall cancellation 
theory を用いて与え，応用として，2橋絡み
目群から偶型Heckoid群への上方メリディア
ン対保存全射準同型は上で構成したものに
限ることを証明した． 
 
（３）偶型 Heckoid 群の共役問題の研究
（Donghi Lee 氏との共同研究）：偶型 Heckoid
群の２橋球面が定める４点穴あき球面上の
２つの単純閉曲線がHeckoid軌道体内でホモ
とピックとなるための必要十分条件を与え
た．またそのような単純閉曲線は，Heckoid
軌道体内で周辺的でも有限位数でもないこ
とを証明した．これらの結果を用いることに
より，偶型 Heckoid 軌道体に対する McShane
の等式の類似が成立することが導かれる． 
 
（４）ある双曲的錐多様体の連族族に関する
実験的研究（秋吉宏尚氏との共同研究）：２
橋絡み目及び偶型 Heckoid 軌道体は，ある双
曲的錐多様体の連族族に含まれている．２橋
絡み目及び偶型Heckoid軌道体に関する諸性
質は，その双曲的錐多様体において成立して
おり，それを理解することが，諸性質の真に
理解することに通じると期待している．特に
２橋球面上の（一定の条件を満たす）単純閉
曲線の長さは，錐角が増大するにつれて単調
減少出あると予想している．コンピュータ実
験によりこの予想を支持する結果を得た． 
 
（５）ヘガード曲面上の単純閉曲線の挙動と
ヘガード曲面に付随する写像類群の研究（大
鹿健一氏との共同研究）：２橋絡み目に関す
る一連の研究成果が，一般の 3次元多様体の
ヘガード分解に対してどの程度まで成立す
るかという問題に取り組み,下記の結果を得
た．(a) 3 次元多様体 M のヘガード分解
(V_1,V_2;S)に対して,恒 等写像にホモトピ
ックなV_iの向き保存自己同相写像が生成す
る S の写像類群 MCG(S)の部分群を G_i と
し,G_1とG_2が生成するMCG(S)の部分群をG 
とする．このとき,もしヘガード分解が十分
高い Hempel 距離を持つなら,G は G_1 と G_2
の自由積である．(b) 単射半径が下から押さ
えられている有向閉 3次元双曲多様体 Mのヘ
ガード曲面 S が十分高い Hempel 距離を持つ
なら,S の射影的測度付き葉層構造空間
PML(S)の空でない開集合 U で,その中に含ま
れる任意の単純閉曲線がM内で可縮でないも
のが存在する．更に,U 内の任意の 2つの単純
閉曲線は M 内でホモト ピックでない。特に
MCG(S)の部分群GのPML(S)への作用は空でな
い不連続領域を持つ． 
 
（６）２橋結び目の空間の研究（Gaven Martin
氏との共同研究）：３次元双曲空間の２つの
放物変換が生成する群全体の空間は0でない
複素数全体の空間 C^*と同一視される．この
空間内において２橋絡み目群全体が作る部



分集合 Kの集積点集合が Riley slice の境界
に一致することを観察した．また Kは網目構
造と呼ぶべき美しい性質を持っているとい
う予想を提案した． 
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