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研究成果の概要（和文）：本研究では，有限要素法や境界要素法の問題点を克服する手法として

注目されている，有限節点法（Finite	 Node	 Method,	 FNM）と境界節点法（Boundary	 Node	 Method,	 

BNM）の領域形状表現と補間関数の構成を完全分離することにより，新しい解法スキームを考案

し，電磁界解析等の分野への同法の適応可能性を調べることに成功した．その際，FNM，BNM の

新しい定式化を完了し，様々な境界条件を付加することが可能となった．また，完全メッシュ

レス法の応用技術として，Meshless	 Time	 Domain	 Method（MTDM）の開発を行い，任意形状導波

路内の電磁波伝播解析を行った． 
 
研究成果の概要（英文）：In the present study, we successfully formulated the new scheme without 
mesh concept for solving a partial differential equation by dissociating the illustration of domain shape 
and construction of interplant functions from the Finite Node Method (FNM) and the Boundary Node 
Method (BNM). We investigated the possibility of applicable for the electromagnetic analysis, and the 
methods were achieved to applied for the problems. In addition, the new formulated scheme could 
permitted the imposing various boundary conditions. 
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１．研究開始当初の背景 
	 有限要素法(FEM)と境界要素法(BEM)は，こ
れまで計算科学の分野で幅広く用いられて
きたが，FEM と BEM 自体が内包している問題
点が 2つ挙げられる．第 1に，両法を用いた
解析では，対象領域やその境界を要素の集合
に分割する必要がある．しかしながら，要素
分割は代数方程式を構成し解を求めるより

も，一般に，マンパワーと CPU 時間を浪費す
る．第 2の問題点は，両法の数値解は滑らか
さ(連続微分可能性)に限界があることであ
る．この 2 つの問題点のため，CPU 時間は多
少かかってもデータの準備にコストを要し
ない方法と滑らかな形状関数を基底にもつ
関数空間内で弱形式や逆形式を離散化する
手法の開発が望まれてきたのである．近年，
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上記問題点をある程度克服した方法として，
メッシュレス法が注目を集めている．メッシ
ュレス法は大きく有限節点法(FNM)と境界節
点法(BNM)に分けることができ，それぞれ，
有限要素法と境界要素法を改良したもので
ある．	 
	 これまで，筆者等の研究グループでは，高
温超伝導体中を流れる遮蔽電流密度の時間
発展問題を有限要素法や有限節点法で解く
ことにより，両法を比較検討してきた．上記
研究の成果として，次の 2点が判明した．	 
(1)	 有限節点法と境界節点法の両法とも，行
列要素の計算には積分セルが用いられてい
る．	 
(2)	 境界節点の情報だけから対象領域の境
界曲面を再現することが可能である．	 
即ち，メッシュレス法では，対象領域を要素
分割する必要はないが，その代わりに対象領
域または境界のセル分割が必要となるので
ある．しかしながら，境界曲面の陰関数表現
から境界積分を計算できれば，セル分割を行
わないでメッシュレス法を再定式化できる
のである． 
 
２．研究の目的 
	 本研究の目的は，領域の形状表現と補間関
数の構成を完全に分離することにより，要素
の概念を完全に取り去った偏微分方程式の
解法スキームを考案し，電磁界解析や構造解
析等の分野への同法の適応可能性を調べる
ことにある．特に，領域の形状表現には陰関
数曲面法を利用する．具体的には，研究期間
内に達成する目標として，3 つの段階を設定
している．第 1段階の「方法論開発フェーズ」
では，陰関数曲面による境界形状表現と有限
節点法，境界節点法との融合化をはかる．即
ち，境界曲面の陰関数表現を用いてメッシュ
レス法を再定式化することにより，メッシュ
レス法から完全に「要素」の概念を取り除く．
今後，「要素」の概念を全く含まないメッシ
ュレス法を完全メッシュレス法と呼ぶこと
にする．第 2 段階の「高性能化フェーズ	 」
では，高精度化の点からアダプティブ法を開
発し，特異積分の高精度評価法を検討する．
また，高速化という観点から，完全メッシュ
レス法により得られる連立 1次方程式の高速
ソルバーの開発と並列分散処理を用いて高
速な要素計算を目指す．最後に，第 3段階の
「工学的実証フェーズ」では，本研究で提案
する完全メッシュレス法を電磁界解析や構
造解析に適用し，その有効性を数値的に実証
してゆく．	 
 
３．研究の方法 
	 5 名のメンバー（生野，神谷，齋藤，多田
野，伊東）は高性能化グループと基礎理論グ
ループという 2 つのグループに分けられる．

この 2グループは，2つの段階を経て完全メ
ッシュレス法を確立してゆくことになる．第
1段階では，高性能化グループ（生野，多田
野）は完全メッシュレス法の高速化と完全メ
ッシュレス FNM の高精度化を担当し，基礎理
論グループ（神谷，齋藤，伊東）は完全メッ
シュレス法の基礎理論を構築した後，完全メ
ッシュレス BNM の高精度化を目指す．第 2段
階では，高性能化グループと基礎理論グルー
プがそれぞれ構造解析および電磁界解析に
完全メッシュレス法を適用することにより，
その有効性を実証する．特に，完全メッシュ
レス FNM と完全メッシュレス BNM とを精度と
スピードの両面から従来の FNM，BNM と比較
してゆく．	 
	 以下では，簡単化のため,従来の有限節点
法(FNM)と境界節点法(BNM)を総称して部分
的メッシュレス法と呼び，本研究で開発を目
指している完全メッシュレス法と明確に区
別することにする．また，理論や数値計算技
術の妥当性を検証する際には，齋藤等によっ
て開発された 2次元ポテンシャル問題解析用
完全メッシュレス・コードを利用するが，今
後，同コードを 2次元コードと略記すること
にする．	 
【高性能化グループ】	 
齋藤，伊東，神谷等による先駆的研究によれ
ば，ポテンシャル問題に完全メッシュレス法
を適用した場合，現れる連立 1次方程式がも
つ係数行列の代数的構造は部分的メッシュ
レス法を適用した場合と酷似している．それ
故，完全メッシュレス法を高速化するために
は，部分的メッシュレス法を高速化する技術
を確立すれば十分である．従って，部分的メ
ッシュレス法を用いた際に現れる連立 1次方
程式の高速解法を提案し，同法を並列分散処
理環境へ実装することを高性能化グループ
の目標とする．	 
	 先ず，高性能化グループは部分的メッシュ
レス法の高速化をソルバーによって実現す
る．具体的には，連立 1次方程式の高速ソル
バーの選定を行う．よく知られているように，
採用する離散化手法(FNM，BNM)によって連立
1 次方程式の係数行列は対称疎行列，非対称
密行列の何れにもなり得る．それ故，離散化
法に応じた前処理と Krylov 部分空間法の
様々な組み合わせによって，ソルバーの選択
肢が生じるのである．一旦ソルバーが選定さ
れれば，その妥当性を 2次元コードによって
検証する．もしソルバーの収束特性が十分満
足できるものでない場合には，ソルバーを再
検討することによって適切なソルバーを得
ることを目指す．	 
	 次に，高性能化グループは PC クラスタに
よる並列分散処理環境を構築した後，並列分
散処理技術の習得を行う．さらに，MPI 環境
を前提とした分散並列処理環境に係数行列



の計算を実装する．この一連の作業により，
部分的メッシュレス法の高速化が完成する
ことになる．	 
【基礎理論グループ】	 
	 兵庫県立大学の齋藤研究室では，ポテンシ
ャル問題を解析する 2次元完全メッシュレ
ス・コードが既に開発されており，現在，DRM
化も含めた非同次問題への対応や軸対称 MHD
平衡配位解析への応用が精力的に研究され
ている．しかしながら，同じポテンシャル問
題でも，2次元と 3 次元では完全メッシュレ
ス法の実装方法は著しく異なる．それ故，3
次元完全メッシュレス法の基礎理論を完成
させることを基礎理論グループの目標とす
る．	 
	 先ず，基礎理論グループは，形状関数の選
定と数値積分法の提案を行う．特に，完全メ
ッシュレス BNM では，ノルムとして測地線距
離または Euclid ノルムの何れを使うかによ
って，形状関数の特性が大きく変化する．ま
た，完全メッシュレス BNM で現れる影響係数
の計算では，被積分関数が特異性を示すため，
数値積分を行う際には細心の注意が必要で
ある．この意味から，完全メッシュレス FNM
と完全メッシュレス BNM に対して，別々に形
状関数と数値積分法を選定せねばならない．
上記手法を用いて，3次元完全メッシュレス
法の基礎理論が確立されることになる．	 
	 次に，離散化法として完全メッシュレス
FNM と完全メッシュレス BNM を用いることに
よって，基礎理論グループは 3次元 Poisson
問題解析用コードを 2種類開発し，両コード
の比較検討を行う．このように 2つの別々の
離散化法を用いたシミュレーション・コード
を開発すれば，両法の精度，高速性，前処理
の煩雑さ等を比較できるばかりか，両コード
の解析結果がほぼ一致すれば，シミュレーシ
ョン・コードの正当性も間接的に実証された
ことになる．	 
	 最終年度には，次の 2つのステップを順次
遂行することによって，完全メッシュレス法
の【高性能化フェーズ】の後半部と【工学的
実証フェーズ】を完成させる．	 
(1)	 完全メッシュレス法の高精度化	 
(2)	 完全メッシュレス法の工学的諸問題へ
の応用	 
(1)では，高性能化グループと基礎理論グル
ープがそれぞれ完全メッシュレス FNM と完全
メッシュレス BNM の高精度化を担当する．特
に，完全メッシュレス BNM の精度を改善する
手法としては，Singular	 Integral	 Equation
を支配方程式として解き，Hypersingular	 
Integral	 Equation の残差によって精度を評
価するアダプティブ法を採用する．一般に，
BEM や BNM 等の境界積分方程式法では，内点
公式の精度が境界近傍で著しく劣化するこ
とが知られている．この問題点を解決するた

め，(1)では，高精度正則化法と仮想領域法
を適用することを計画している．また，完全
メッシュレス FNM を精度向上させる手法とし
ては，アダプティブ法と境界積分の精度改善
が行われる．	 
	 (2)では，これまで有限要素法，境界要素
法が重要な役割を演じてきた工学的応用分
野の解析に完全メッシュレス法を適用する
ことによって，その有効性を数値的に示す．
それ故，	 
①	 3 次元構造解析	 
②	 3 次元渦電流解析	 
の 2 つのテーマに対する完全メッシュレス・
コードを開発し，商用有限要素コードの
NASTRAN や	 J-MAG の解析結果と比較検討する
ことによって，完全メッシュレス・コードの
性能評価を行う．さらに，各現象のメカニズ
ムを調べるための一助として，応力-歪み場，
電磁場の 3次元分布の可視化・アニメーショ
ン化プログラムも両グループが共同で開発
する．	 	 
	 
４．研究成果	 
	 有限要素法(FEM)と境界要素法(BEM)は，こ
れまで計算科学の分野で幅広く用いられて
きたが，FEM と BEM 自体が内包している問題
点が上述のように 2つ挙げられる．本研究で
は，これらの問題点をある程度克服した方法
である FNM と BNM の数値計算手法としての可
能性と，工学分野への適用可能性を検討して
きた．下記に理論的な研究成果と工学分野へ
の応用に関して記す．	 
(1)理論的な研究成果	 
まず，BNM に関しては，再定式化を行うこと
で，新たな拡張境界節点法の開発を実現した．
同法は陰関数曲面法により得られる陰関数
で境界形状を表現し，その陰関数を用いて積
分面を定義，境界積分を行うことで完全メッ
シュレス化に成功した．	 
	 一方，FNM では方程式を弱形式へ変形した
後，境界条件を付加し，代数方程式を求める
一切の手順を一般化することで，拡張有限節
点法の開発を達成した．本手法を用いること
で，様々な境界条件を Lagrange の未定乗数
法だけではなく，その他の様々な手法で付加
することが可能となった．また，FNM の試験
関数と試行関数の関数空間の選択を柔軟に
行うことが可能となり，補間関数の生成法へ
の制限が皆無になったと言える．	 
(2)応用分野への適用	 
拡張有限節点法は，核融合プラズマの平衡状
態を記述する Grad-Shafranov 方程式へ適用
し数値的な検証を行った．Grad-Shafranov 方
程式は非線形固有値問題を解かなければな
らないが，このような具体的な問題に対して
も通常の差分法や有限要素法と同様の解を
得ることがわかった．	 



	 本研究を遂行する上で，メッシュレス法の
時間依存型問題への適用可能性が副産物的
に挙がり，様々な適用結果を得ることができ
た．メッシュレス法で用いる形状関数を直接
Maxwell 方程式へ適用することで直接離散化
することが可能である．その際，メッシュレ
ス 法 の 一 種 で あ る Radial	 Point	 
Interpolation	 Methodから得られる形状関数
はクロネッカーのデルタ関数特性をもつた
め，離散化後の方程式が非常にシンプルに変
形され，結果として，通常の Finite	 
Differential	 Time	 Domain	 （FDTD）法と同
様の離散方程式が得られることがわかった．
さらに，メッシュレス法の特徴を生かし，任
意形状領域内の電磁波伝播解析へ適用し，伝
播現象の再現を行った．	 
(3)高速化について	 
3 次元問題を解く場合，BNM，FNM より得られ
る連立 1次方程式は大規模疎行列となる．一
般に，大規模疎行列に対しては Krylov 部分
空間解法が適用でき，その実用性は周知であ
る．しかしながら，問題が大規模になればそ
の計算時間は莫大なものになり，その高速化
は必要不可欠なものとなる．本研究では，
Graphic	 Processing	 Unit（GPU）の高性能性
に着目し，GPU 向きの解法である可変的前処
理付き Krylov 部分空間解法を混合精度型へ
拡張し，実装と評価を行った．その結果，最
大で約 20 倍程度の高速化を実現した．	 
	 以上の成果より分かるように，FNM，BNM の
完全メッシュレス化は成功し，その工学的な
応用も様々な問題に対して実装した．また，
計算の高速化という観点から GPU への実装を
実現し，現実的な結果を得ることができた．
このことから，本研究で行われた理論的なア
プローチ，実問題への適用・実装，高速化は
今後の数値シミュレーション技術や数値計
算分野で必要不可欠なものとなると期待で
きる．	 
(4)Meshless	 Time	 Domain	 Method について	 
本研究を進めるにあたり，Meshless	 Time	 
Domain	 Method	 (MTDM)の開発及び，電磁波伝
播解析への応用にも成功した．MTDM の基本概
念は FDTD 法と同様であり，Maxwell の方程式
を直接解く手法である．時間に関して，蛙跳
び法を用いて離散化を行うが，空間に関して
は Meshless 法より得られる形状関数を用い
て離散化を行う．そのため，空間に電界と磁
界の計算を行うための節点を散布し，その接
点上で物理量を計算する．結果として，任意
形状領域を容易に扱うことが可能となり，S
字・U 字導波路内の電磁波伝播解析を行った．
しかしながら，発展途上の手法であるため，
多々問題を内包しており，今後継続的に研究，
応用を続けていく必要があると考えている．	 
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