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研究成果の概要（和文）：与えられた連結グラフの集合 F に対し、グラフ G が F に属する

どのグラフも誘導部分グラフに含まないとき、G は F-フリーであるとよばれる。この F は
禁止部分グラフとよばれる。本研究は k-連結な F-フリーグラフ全体が有限集合を成すような 
集合 F を調べた。結果として、|F|≦2, k≦6 の場合、および|F|=3, k≦2 の場合に所望の F
を決定した。また|F|=3, k=3 の場合についても、部分的な決定を行った。 
 
研究成果の概要（英文）：For a set of connected graphs F, a graph G is said to be F-free if G 
does not contain any member of F as an induced subgraph.The set F is often referred as 
forbidden subgraphs.  In the research, we have studied the property of the forbidden 
subgraphs F such that the set of k-connected F-free graphs is a finite set.  We have given a 
complete characterization of F in the cases of |F|≦2 and k≦6 and of |F|=3 and k≦2.  
We have also obtained a partial characterization in the case of |F|=3 and k=3. 
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１． 研究開始当初の背景 

 
  与えられた連結グラフ H について、グラ
フ G が H に同形なグラフを誘導部分グラ
フに含まないとき、G は H-フリーグラフで
ある、あるいは G において H は禁止され

ている、という。また連結グラフから成る集
合 F に対して、G が F の全ての要素 F に
ついて F-フリーとなるとき、G は F-フリー
グラフである、あるいは G において F は
禁止されているという。特定の連結グラフの
集合 F について、F-フリーグラフが満たす
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性質を調べる研究は、禁止部分グラフの研究
とよばれている。禁止部分グラフの研究はグ
ラフ理論における大きなテーマの１つであ
る。 
禁止部分グラフの研究においては、有限個

の例外が現れることが多い。例えば 1995 年
に Faudree らは、2-連結グラフのクラスにお
いて K1,3, Z3 という２つのグラフを禁止する
ことを考え、位数 10 以上の {K1,3, Z3}-フリー
グラフはハミルトンサイクルを持つことを
証明した。実際ハミルトンサイクルを持たな
い位数 9 の 2-連結な{K1,3, Z3}-フリーグラフ
が存在するので、彼らの定理における「位数
10 以上」という条件は本質的である。一方位
数 9以下のグラフは有限個しか存在しないの
で、有限個の例外を除けば、2-連結な{K1,3, 
Z3}-フリーグラフはハミルトンサイクルを持
つ。 
対象となる命題に反例があっても、その反

例の個数が有限個であれば、それらを持って
命題を否定するよりも、むしろ有限個の例外
を除いて命題を肯定した方がより多くの知
見を得る。このような立場から、禁止部分グ
ラフの研究では有限個の例外を認めること
が多い。しかしここに１つ落とし穴がある。
もし F-フリーグラフ全体の成す集合が有限
集合になるとどうなるだろうか。調べたいグ
ラフの性質 P について、「有限個の例外を除
き k-連結な F-フリーグラフは性質 P を満た
す」という命題を考える。もし k-連結な F-
フリーグラフ全体が有限集合になってしま
うと、それら全てを「有限個の例外」と宣言
することにより、性質 P が何であれ、命題は
真となってしまう。逆に言えば、この禁止部
分グラフの集合 F は特定の性質 P に何ら知
見を与えない。このような F は禁止部分グラ
フ研究の「雑音」となり、研究全体の視野を
不明瞭にしてしまう。近年の禁止部分グラフ
の研究では、禁止する部分グラフの種類が多
様になってきており、有限集合を生成する禁
止部分グラフの集合が及ぼす悪影響が無視
できないものとなりつつある。 
 
２． 研究の目的 
 
 前項で述べた背景の下、本研究は有限集合
を生成するような禁止部分グラフを調べる
ことを目的とした。具体的には、正整数 k と
いくつかの連結グラフから成る集合 F につ
いて、k-連結な F-フリーグラフ全体の成す集
合が有限集合となるとき、この集合 F の性質
を調べた。特に|F|が小さいとき、すなわち
禁止する部分グラフの個数が少ないとき、F
を決定することを目指した。 
 
３． 研究の方法 
 

 まず初めに、誘導部分グラフの構造が簡単
なグラフから成るグラフの無限列を作り出
すことを目指した。与えられた正整数 kに対
して、k-連結な F-フリーグラフの集合 H が
有限集合になったと仮定する。そして k-連結
なグラフから成るグラフの無限列を構成す
る。H は有限集合なので、この無限列の要素
の全てを含むことはできない。従ってこの無
限列には F-フリーでないもの Gが存在する。
G は F-フリーではないので、F のどれかの要
素を誘導部分グラフに含む。もし Gの誘導部
分グラフの構造が簡単ならば、この事実から
F の１つの要素に関する情報を得る。無限列
を数多く構成すれば、それだけ F の各要素に
関する情報を得ることができる。特に|F|が
小さい場合には、F の特定に至る。これが研
究の前半のシナリオである。 
 このようなグラフの無限列には、多くのも
のが考えられる。例として位数が十分大きい
完全グラフを考えよう。完全グラフの誘導部
分グラフは完全グラフなので、F は完全グラ
フを１つ含まなければならないことが分か
る。また完全２部グラフの誘導部分グラフも
完全２部グラフに限るので、連結度の条件を
満たすように注意深く設定すれば、F は完全
２部グラフを含まなければならないことも
分かる。完全グラフであると同時に完全２部
グラフでもあるグラフは２頂点の完全グラ
フ K2しか存在しないので、K2を含まない仮定
の下では F の要素の種類を２つ求めたこと
になる。このような議論を繰り返して、F の
特定もしくは情報抽出を進める。 
 誘導部分グラフの構造が単純なグラフには、
完全グラフや完全２部グラフ以外にも様々
なものがある。これらから無限列を構成し、
それを用いて F に関する情報を蓄積する。も
ちろん禁止部分グラフの集合 F が大きくな
ると、集めた情報が F の中の異なる要素によ
り分散して満たされる可能性が増えてくる
ため、特定が難しくなる。また連結度 kが高
いときには、それに応じて構成する無限列も
連結度の高いグラフのみで作らなければな
らなくなるため、難度が上がる。これらの難
点はあるものの、３年間の研究期間の中で、
着実に情報を積み上げていくことができた。 
 上記のように集めてきた情報の１つ１つは
禁止部分グラフの集合 F が満たすべき必要
条件でしかない。しかしそれらの情報が十分
集まれば、十分条件となる可能性が出てくる。
そこで研究の後半では、集めた情報が十分条
件となるかの確認作業が行われた。条件を満
たすグラフが有限個しか存在しないことを
示すには、そのようなグラフの位数を kと F
のみに依存する定数で上から抑えれば良い。
そして位数を上から抑えるには、そのグラフ
の直径と最大次数を上から抑えれば良い。そ
こで禁止部分グラフの集合 F の条件を十分



蓄積したところで、それらを用いて k-連結グ
ラフ F-フリーグラフの直径と最大次数を k
と F のみに依存する関数で抑えることを目
指した。特に最大次数を抑えることは頂点の
近傍が誘導するグラフの位数を抑えること
になる。これはラムゼーの定理を頂点の近傍
に用いることで解決した。 
 
４． 研究成果 
 
 上記のような方法で研究を進めた結果、
様々な結果を得た。それらを列挙する。 
 
(1) 連結グラフのクラスで有限集合を生成す

る条件 
 
まず次の定理を得た。 
 
定理１  F を連結グラフから成る集合と
する。このとき、連結な F-フリーグラフ
が有限集合となるための必要十分条件は
F が完全グラフ、スター、道を含むこと
である。 
 
この定理は連結グラフのクラスの中で、
有限集合を生成する禁止部分グラフの集
合を完全に決定している。 
しかしながら、文献調査してみると、こ
の結果は既に 1991年に Diestelにより得
られていることが分かった。そこでこの
後の研究は連結度が 2 以上の場合に移っ
ていった。 
 

(2) １個のグラフを禁止して有限集合を生成
する条件 
 
この場合については全ての連結度におい
て、有限集合を生成する禁止部分グラフ
を決定することができた。 
 
定理２  kを正整数、H を連結グラフとす
る。このとき k-連結な H-フリーグラフ全
体が有限集合を生成するための必要十分
条件は H=K2である。 
 
この定理より、たった１つのグラフを禁
止して有限集合を得ようとするならば、
連結度がどれほど高くても、K2 を禁止す
る自明な場合しかあり得ないことが判明
した。 
 
 

(3) ２個のグラフを禁止して有限集合を生成
する条件 
 
前項で１つのグラフを禁止する場合を片
付けているので、以後禁止部分グラフに

K2は含めないものとする。 
この条件下で代表者は、まず次の定理を
得た。 
 
定理３  k を正整数、F1, F2 を２個の連
結グラフとする。もし k-連結な {F1,F2}-
フリーグラフ全体が有限集合を成すなら
ば、F1, F2 のうち一方は完全グラフ、他
方はスターである。 
 
この定理により、２個のグラフを禁止す
る場合は完全グラフとスターの組合せに
限定すれば良いことが分かる。 
 
完全グラフ Kl, スターK1,m および正整数 
k について、k-連結な {Kl, K1,m}-フリー
グラフ全体の成す集合を G(k,Kl,K1,m) と
書くことにする。G(k, Kl,K1,m) は k に
関しては減少列、l および m に関しては
増大列となる。これらの漸近的な振る舞
いを精密に分析することができた。 
 
定理４    
① 任意の正整数 k と l について、ある

正整数 m が存在して、G(k,Kl,K1,m) 
は無限集合となる。 

② m≧3なる任意の整数 mと任意の正整
数 k について、ある正整数 l が存在
して、G(k,Kl,K1,m) は無限集合とな
る。 

③ 任意の正整数 k と l について、
G(k,Kl,K1,2) は有限集合である。 

④ 任意の正整数 l と m について、ある
正整数 k が存在して、G(k,Kl,K1,m)
は有限集合となる。 

 
この定理は次のように解釈できる。 
 
① 連結度 kと完全グラフ Klを固定して、

スターK1,m の大きさを大きくしてい
くと、G(k,Kl,K1,m)が作る増大列はい
ずれ無限集合に達する。 
 

② 連結度 k とスターK1,mを固定して、完
全グラフ Kl を大きくしていくと、
G(k, Kl,K1,m)が作る列は増大列にな
る。m≧3ならば、この増大列はいず
れ無限集合に達する。一方 m=2 のと
きには、この増大列は無限集合に達
することはなく、有限集合に留まり
続ける。 

 

③ 完全グラフ Kl とスターK1,m を固定し
て、連結度 k を大きくしていくと、
G(k, Kl, K1,m)は減少列になる。この
減少列はいずれ必ず有限集合に達す
る。 



 
研究代表者はさらに ③ について、有限
集合に至るまでの過渡的な状況を調べた。
G(k,Kl,K1,m) は k に関する減少列となる。
k=1 においてはこの集合はほとんどの l
と m について無限集合になるが、k を大
きくするといずれ有限集合になる。様々
な l と m の値について、無限集合から有
限集合に変化するところを調べてみると、
たいていの場合には、無限集合からいき
なり空集合に変化していた。しかし(l,m) 
の組合せによっては、無限集合から非空
有限の集合を経て、空集合に達すること
もあった。 
 
定理５ 
① G(4,K4,K1,3) は無限集合である。 
② G(5,K4,K1,3) は１個の要素から成る

集合である。 
③ G(6,K4,K1,3) は空集合である。 

 
この定理から、G(k,Kl,K1,m) は k に関す
る減少列であり、いずれ空集合に収束す
るが、そこに達する過渡的な状況は複雑
であり、非空有限の状態を経ることもあ
ることが分かる。 
 
研究代表者は連結度ｋが小さい場合に、
有限集合を生成する禁止部分グラフのペ
アを調べ、k≦6 までの値について、ペア
の完全な決定に成功した。 
 
定理６ 
① G(1,Kl,K1,m)が有限集合となるため

の必要十分条件は m=2 である。 
② G(2,Kl,K1,m)が有限集合となるため

の必要十分条件は m=2 である。 
③ G(3,Kl,K1,m)が有限集合となるため

の 必 要 十 分 条 件 は m=2 ま た は
(l,m)=(3,3)である。 

④ G(4,kl,K1,m)が有限集合となるため
の必要十分条件は m=2または(l,m)∈
{(3,3), (3,4)} である。 

⑤ G(5,Kl,K1,m)が有限集合となるため
の必要十分条件は m=2または(l,m)∈
{(3,3), (3,4), (3,5), (4,3)}であ
る。 

⑥ G(6,Kl,K1,m)が有限集合となるため
の必要十分条件は m=2または(l,m)∈
{(3,3), (3,4), (3,5), (3,6), 
(4,3)}である。 
 

 
(4) 2-連結グラフで３個のグラフを禁止して

有限集合を生成する条件 
 
続いて研究代表者は 3 個のグラフを禁止

して有限集合を生成する問題を考えた。
連結グラフのクラスについては Diestel
の結果が解決を与えている。そこで次の
ステップとして 2-連結グラフのクラスで
考え、以下の定理を得た。 
 
定理７  連結グラフ F1, F2, F3 について、
2-連結な{F1, F2, F3}-フリーグラフの集
合が有限集合を成すための必要十分条件
は、以下のいずれかがなり立つことであ
る。 
① {F1,F2,F3}が完全グラフ、スター、道

から成る。 
② {F1, F2, F3}={K3, K2,m, Pn} (m≧3,n

≧4) 
③ {F1, F2, F3}={K3, K2,2, Pn} (n≦5) 
 
この定理は 2-連結グラフにおいて、有限
集合を生成する 3 個の禁止部分グラフを
完全に決定している。 
 

(5) 3-連結グラフにおいて有限集合を生成す
る 3個の禁止部分グラフ 
 
最後に本研究代表者は 3-連結グラフのク
ラスで 3 個のグラフを禁止して、有限集
合を生成する問題を考えた。状況はかな
り複雑になり、完全決定には至らなかっ
たが、かなりの状況を解明することがで
きた。 
 
3-連結な{F1, F2, F3}-フリーグラフの成
す集合が有限集合になるとする。今まで
の結果より、F1, F2, F3 のいずれかが K1,2 
である場合、またこれらの中の２つが K3 
と K1,3 である場合には、残る要素が何で
あれ、有限集合となる。そこでこれらの
状況ではないとする。すると以下が判明
した。 
 
① F1, F2, F3 の１つは完全グラフであ

り、もう１つは K1,m, K2,m, K3,m のい
ずれかである。 

② {F1, F2}={K3, K3,m} (m≧3) ならば F3 
は道、もしくは道の一方もしくは両
方の pendant 辺にもう１つ pendant
辺をつけたグラフである。 

③ {F1, F2}={K4, K2,m} (m≧2) ならば F3 
は道である。 

④ {F1, F2}={K3, K2,m} (m≧2) ならば 
F3 は最大次数 3 以下の木である。 

⑤ {F1, F2}={Kn, K1,m} (n≧4, m≧4) な
らば F3は道である。 

⑥ {F1,F2}={K3, K1,m}  (m≧4) ならば 
F3 は最大次数 3 以下の木である。 

⑦ {F1, F2}={K3, K1,3} ならば F3 はカク
タスである。 



  さらにそれぞれの場合について、F3の構造
に関するより詳しい情報を得ることもでき
た。 
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