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研究成果の概要（和文）：本研究では離散マルコフ連鎖モデル、Split モデルなどのいくつかの

実用的な分割表モデルのマルコフ基底の理論的に導出し、それを用いた正確検定アルゴリズム

を提案した。一般には離散指数型分布族のマルコフ基底の理論的な導出は困難とされるが、本

研究ではマルコフ基底が得られない場合にも、計算が容易なマルコフ基底の部分集合や、格子

基底を用いることにより、マルコフ基底を用いた場合と同等の精度の正確検定の実装が可能に

なることを示した。

研究成果の概要（英文）：
In this study we derived Markov bases of some practical models for contingency tables 
such as homogeneous Markov chain model and split model and proposed practical 
algorithms of exact tests by using these Markov bases. In general, however, it is not 
easy to obtain an exact list of a Markov basis for a discrete exponential family model. 
We gave some practical algorithms of exact test also for such models by using some 
practical subsets of Markov bases or lattice bases and checked that the performances 
of proposed algorithms are comparable to the ones by using Markov bases. 
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１．研究開始当初の背景
Diaconis and Sturmfels (1998) によるマル
コフ基底を用いた正確検定アルゴリズムの
提案と、マルコフ基底の計算代数的考察以降、
さまざまな分割表モデルのマルコフ基底の
構造解析に関する研究が統計学、代数学、さ
らには応用の視点から行われてきた。しかし
ながら、本研究開始当初までに得られていた

理論的成果は、構造が簡単なごく一部のモデ
ルや、サイズの小さい分割表のモデルの場合
に限られていた。正確検定はモデルの自由度
が標本サイズに比して大きい状況で本来威
力を発揮することを考えれば、こうした状況
はやや不満足なものであった。
２．研究の目的
本研究では、より一般のモデル、特に高次元
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分割表のモデルへ既存のマルコフ基底の基
礎理論を一般化し、実用的な正確検定アルゴ
リズムを提案することを目的とした。
３．研究の方法
上記のような研究背景を踏まえ、本研究では
主として以下の３つのアプローチで研究を
行った。
（１） マルコフ基底を理論的に導出する従

来型のアプローチ。
（２） 特定のファイバーだけを連結に結ぶ

マルコフ部分基底を求めるアプロー
チ。 

（３） モデルの move が張る整数格子の
格子基底を用いるアプローチ。

（４） セル頻度に制約のあるファイバーを
連結に結ぶ move の集合を導出する
アプローチ

４．研究成果
上記の各アプローチについて以下のような
成果を得た。 
（１） 有限状態定常マルコフ連鎖モデル、

split モデルなどの実用的な分割表モ
デルのマルコフ基底を理論的に導出
するとともに、move の適応的生成ア
ルゴリズムを提案し、それを用いた
正確検定アルゴリズムを提案した。
また実データに提案手法を適用し、
その有用性を確認した。

（２） 離散ロジスティック回帰モデルのマ
ルコフ基底は高次の複雑な構造の
move を含み、また要素数も水準数に
対し、指数的に増加するため、理論
的な導出が極めて困難であることが
知られている。本研究では、説明変
数が 2 以下の場合、説明変数が 3 で
3 つともダミー変数（水準数が２）の
場合に、各説明変数の組に対する試
行回数が正という制約を満たすファ
イバーに限れば、単純な構造の 4 次
の move のみで連結に結ぶことが可
能であることを理論的に証明し、そ
れを用いた正確検定アルゴリズムの
提案を行った。また実データに提案
手法を適用し、その有用性の確認も
行った。

（３） 任意モデルには move が張る整数格
子に、計画行列の核の次元数の格子
基底が存在することが知られている。
そのとき任意の move は、格子基底
の要素の整係数線形結合で表すこと
が可能である。このことは、格子基
底の要素の任意の整係数線形結合が
正の確率で発生するように move の
生成を行えば、任意のファイバーを
連結に結ぶことが可能になることを
意味する。一方、格子基底は計画行
列の整数核なので、どんなモデルで

あっても容易に計算が可能である。
本研究では特にマルコフ基底の導出
が困難とされる、無三因子交互作用
モデル、離散多項ロジットモデルな
どにおいて、格子基底を用いた正確
検定アルゴリズムを提案し、実用的
であることを数値実験を通して示し
た。 

（４） 項目反応理論のモデルや、社会ネッ
トワークのモデルは、セルの頻度が 0
or 1 に制約された分割表のモデルで
あると考えることができる。このよ
うな分割表を 0-1 分割表と呼ぶこと
にしよう。0-1 分割表を move の足し
引きによる状態遷移を用いてサンプ
リングする場合には、当然、頻度が 0
or 1 であるという制約を満たしなが
ら状態遷移させる必要がある。しか
し一般に、特定の 0-1 分割表と同一
ファイバーに含まれる分割表の中に
は、2 以上の頻度のセルを有する表も
含まれる。このことは 0-1 分割表の
サンプリングにはマルコフ基底だけ
では不十分であることを示している。
本研究では、グレーバー基底と呼ば
れる基底の要素の中で 0 or 1 or -1 し
か含まない move のみの集合がこう
した制約付きのファイバーを連結に
結ぶことを理論的に証明するととも
に、正確検定のアルゴリズムの提案
を行った。さらに Rasch モデルや p1
モデルなどの実用的なモデルに対し
て、この議論を適用し、その有用性
を確認した。

これらのアプローチに加え、以下のような成
果を得ることもできた。
（５） 分割表の階層モデルを一般化し、よ

り柔軟な交互作用の構造を取り入れ
た階層部分空間モデルを提案した。
またこのモデルの分解と推論の局所
化について議論を行い、通常の階層
モデルの持つ条件付き独立関係を表
すグラフに基づくモデルの分解を一
般化し、最尤推定量の計算やマルコ
フ基底の計算における実用的な局所
化アルゴリズムを提案した。

（６） 分割表の階層モデル・グラフィカル
モデルの最尤推定量の計算は、条件
付き独立構造を表すグラフの分離・
分解を用いてアルゴリズムが局所化
され、計算の効率化が可能であるこ
とが知られている。しかしガウスグ
ラフィカルモデルではこうした議論
がなされてこなかった。本研究では
ガウスグラフィカルモデルの共分散
行列の最尤推定量の計算の比例反復
法の更新則を、条件付き独立構造の



グラフのコーダル拡張の分解を用い
た局所化によって効率化できること
を示し、改良型アルゴリズムを提案
し、従来型アルゴリズムでは行列サ
イズの３乗のオーダーだった計算量
を、疎なモデルにおいては線形にま
で計算オーダーを軽減することに成
功した。

（７） これまでの本課題の研究成果を英文
研究書、Markov bases in algebraic 
statistics にまとめ、昨年 7 月に刊行
された。
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