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研究成果の概要（和文）：本研究では，スパイラルを重視した数学的活動による学校代数の単元

を開発するとともに，その単元における学習過程を質的に分析することから，代数学習の深化

について考察した．開発した単元は，平方根，式と証明，数列，数列の極限，球の体積・表面

積であり，学校代数の系統性と単元どうしのつながりをふまえている．これらの単元を通して，

無理数に関する理解が深まるなど，代数学習の深化と学習方法の改善がみられた．

研究成果の概要（英文）：This research has developed teaching unit and leaning method
centered in mathematical activity on spiral curriculum about school algebra.
Teaching unit in this research forcus on square root,expression and proof, sequence,
limit of sequence,the volume and surface area of square. Through these lessons about
teaching unit, students make progress to form conception of irrational number, to
make connection between unit such as number, expression and proof, sequence, and to
reflect own learning about secondary school algebra.
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１．研究開始当初の背景

数学的活動を行う目的は，数学的活

動を通して生徒自らが数学に関する知

識を再構成する点にある．渡邊公夫氏

(2008)は，数学的活動による知識の再

構成の過程を「脱皮を繰り返しながら

の成長」という比喩を用いて，「スパイ

ラルと数学的活動」について説明する．

さらに，渡邊氏は数学的活動における

ふりかえることについて「抽象化に伴

うメタ認知が，それまでの学習を俯瞰

的にみることを可能とし，結果として

既習事項をより確かな認識に至るので

ある．」と指摘する．

生徒が自らの数学の知識を再構成す

るためには，生徒がいま学んでいるこ

とがらの抽象化や一般化を行う過程で

これから学ぼうとすることがらの数学
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的な洞察を行うことが必要である．同時

に，生徒がこれまでに学んできたこと

がらや自身の学習経験をふりかえるこ

とから，学んできたことがらについて

解釈し，新たな意味を形成することも

必要である．そこで，生徒が自らの数

学の知識を再構成する上で，「数学的な
洞察と新たな意味形成の繰り返しによ

る数学的活動」が重要な役割を果たす

と考え，これをスパイラルを重視した

数学的活動ととらえた．

このスパイラルを重視した数学的活

動を具体的に開発していくことが，「算

数・数学の内容の系統性を重視しつつ

学年間や学校段階間で内容の一部を重

複させて，発達や学年の段階に応じた

反復（スパイラル）による教育課程を

編成できるようにする」（中央教育審議

会答申，2008）や，中学校や高等学校

数学科における「学び直しの機会の設

定」や「数学的活動の一層の充実」に

対して，具体的に応えるものと考えた．

２．研究の目的

本研究の目的は，中学校・高等学校

の代数領域でのスパイラルを重視した

数学的活動による単元と，代数学習の

深化を促すための効果的な学習方法を

開発することである．また，開発した

単元について授業実践を行い，生徒の

学習過程を質的に分析することから，

スパイラルを重視した数学的活動によ

る代数学習の深化の様相について考察

することである．

３．研究の方法

上記の研究の目的に向けて，次の３

つの方法により考察を進める．
(1) スパイラルを重視した数学的活動

による単元「平方根」，単元「式と証

明」，単元「数列」，単元「数列の極限」

単元「球の体積・表面積」を開発する．

また，開発した単元に関わる授業を中

学校・高等学校で行い，その授業デー

タを収集する．

(2) スパイラルを重視した数学的活動

による単元の授業における，生徒の特

徴的な学習活動や記述内容に着目し，

その学習過程を質的に考察する．

なお，授業の流れの考察とともに，

同一生徒の長期にわたる学習状況を，

授業での特徴的な動きや記述の変遷に

着目して分析を行う．

(3) 生徒の数学的思考を促す数式処理
電卓などのテクノロジーの利用，学習

したことがらの内省や家庭学習との往

還を促す書く活動，数学的な事象を多

様な数学的表現で表し，その解釈を行

う活動など，代数学習の深化を促すた

めの効果的な学習方法を取り入れる．

また，その学習効果について，単元

での生徒の学習過程から考察する．

４．研究成果

本研究にて開発した単元は，平方根，

式と証明，数列，数列の極限，球の体

積と表面積であり，これらの授業にお

ける生徒の学習過程の分析により，代

数学習の深化について考察を行ってい

る．本稿では，２つの単元「式と証明」，

「数列」に関して考察の概要を述べる．

(1)単元「式と証明」における式を読む

活動と学んだことがらに新たな意味

形成を行う活動について

単元「式と証明」の学習は，数学的

活動の目的に関する３つの観点「理解

を深める，関連性を深める，扱いを拡

げる」と，代数的活動の特徴に関する
３つの観点「生成の活動，変形の活動，

内省の活動」をふまえて設けられた，

３×３の数学的活動の分類枠組みに基

づいて設計される．単元「式と証明」

における授業の概要は，次のア～オの

通りである．(2010年８月～９月）

ア ２つの式について，式の値を調べ

ながら，恒等式についての理解を深

める．

イ 式の形に着目して未定係数法が効

果的に使える方法を考えたり，数値

代入法を使う方法を工夫する．

ウ 条件を満たす数値や数式で帰納的

に調べたり，式を変形したりしなが

ら，文字式で表された事象の数量や
数量関係を見いだす。また，見いだ

した数量関係や構造をさらなる数理

の探究に活かす．

エ 等式や不等式の意味を図形やグラ

フで解釈するとともに，等式や不等

式を証明する．

オ 数の性質をふりかえり学び直した

り，新たな数の性質を発見したりし

ながら，数の性質を既に学んだ等式

や不等式を使って証明する．また，

証明された数の性質をもとに，新た

な性質を見いだす．

例えば，上記のエでは，正方形の折

り紙を用いて，その四隅から重なりの

ないように次々と直角三角形を折り込

み，内側に大小の正方形をつくるとい
う活動を行う。この活動をふりかえり,



図形の面積どうしの

関係を文字式で表す

（右図でAG，GBをａ，

ｂとする）と，様々

な等式や不等式を生

み出すことができる．

この活動において，
七海（仮称）は，図１のように，正方

形の面積を多様に文字式で表現するこ

とを試みる．

図１：七海による等式の導出と解釈

例えば，七海の考えた次の等式は，

もとの正方形ABCDを内側にできた正方

形と四隅の直角三角形の和としてとら

えていることを意味している．

七海は図１のように，折り紙を折り

込んでつくった図をふりかえり，いく

つかの等式や不等式をつくっている．

ここでは，折り紙を折る行為，折り紙

を折ってできた図を対象に，様々な式

を生成している．

佐織（仮称）は，同じ活動で図２の

ように，５つの等式をかく。

図２：佐織による等式の導出

佐織はａ ２＋ｂ ２＝(ａ＋ｂ）２－２ａｂ

の等式を図から導くとともに，この式

を変形して，次の等式を得る．

（③）

続いて，この③式の意味を図で解釈し

ていく．正方形に対角線をひいて考え

たり，折った折り紙を開いたり，再び

折り込みその意味を考えている．
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七海は図や文脈（折り紙を折り込む

行為等）と式を関連づけながら，式を

次々と生成する活動を行い，佐織は式

から同値変形により新たな式を導出し

その意味を図や文脈で解釈している．

その後，佐織は自分が導出した式

(ｂ－ａ)２＝(ａ＋ｂ)２－４ａｂから，
不等式４ａｂ≦ (ａ＋ｂ)２がつくられる

ことに強い興味をもつとともに，図や

折り紙を折る操作と対比させながら，

次の式の意味を確認する．

(ａ－ｂ)２≦ａ ２＋ｂ ２≦(ａ＋ｂ)２

このように，式の意味を図（文脈）

で解釈し，式の形を強く意識して式を

とらえる活動がみられた．また，次の

図３(七海)のように，式の形に着目し

ていくつかの等式を束ねてみたり，式

の形の類似性に着目して等式と不等式

を関連づけることが行われている．

図３：式の形に着目して式を関連づける

オの学習活動では，２つの「平方数

の和」は，１つの「平方数の和」にな

ることを見いだす活動が行われた．例

えば，(１ ２＋２ ２)×(２ ２＋３ ２)と同じ

○ ２＋□ ２となる自然数○と□を導くこ

とであり，２つの「平方数の和」に関

する性質を探究する活動である．その

性質とは，次の等式で表される関係で

ある．また，数学的には「平方数の和」

は，「平方数の和」どうしの乗法に関し

て半群（可換半群）の構造を有してい

ることになる．
(ａ ２＋ｂ ２)×(ｃ ２＋ｄ ２)

＝(ａｃ＋ｂｄ)２＋(ａｄ－ｂｃ)２

「平方数の和」に関して，帰納的に

探していく活動をふりかえり，その行

為を数式や文字式に関連づけることに

より，生徒の学習に式の形や構造への

着目が生じていた．一方，「平方数の

和」について，生徒が着目した特殊な

例のもつ属性に固執してしまうため

に，式で考える手がかりをつかめない

場合もみられた．

また，オの学習活動では，３つの数

の大小関係を探究する活動も行われる．

相加・相乗平均の大小関係を用いる
と，次の関係を得ることができる．
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であるから の

値は， のときに 以上となる．

また， のように式変

形をすると，式 は「面積２の

長方形の縦と横の長さの平均をとり，

それを次の長方形の長さにする」とい

う方法で，面積２と等積の長方形を得

ることに関連づけることができる．

これは，単元「平方根」にて，面積２

の長方形を等積変形しながら，面積２

の正方形に近づき，面積２の正方形の

一辺の長さとして を得る方法の
１つである．

生徒は，単元「平方根」や単元「式

と証明」で学んだことがらと関連づけ

ながら，不等式 の

関係を導く．

その過程において，生徒たちは単元
「平方根」で行った，長方形の縦横の

長さの平均を次々に数式処理電卓で計

算し，それを次の長方形の縦にする方

法と，この不等式の関係が密接に関わ

ることに驚きを抱いている．また，数

式処理電卓を

使って関数の

グラフをか

き，この不等

式の関係を視

覚化してとら

えようとする

生徒の動きも

みられた．

(2) 単元「数列」におけるスパイラル

を重視した数学的活動と代数学習の

深化について

単元「数列」は，次のア～エの４つ

の学習で構成され，2011年11月に授業

実践された．

ア 数列から規則性を発見し，その規

則性を多様な数学的な表現で表し解

釈することから，等差数列や等比数

列，及びその和の求め方を理解する．

イ に限りなく接近する有理数列

の特徴を調べる活動を通して数
に関する理解を深めるとともに，

のもつ無限や極限についての数
学的な洞察を行う．

ウ．尋常小学算術教科書（綠表紙）の
表紙にある図を，折り紙を用いて実
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際につくり，その活動をふりかえる

ことから無限級数とその和に関する

直観的な見方を高める．

エ．確率漸化式を用いて解決する問題

の考察を通して，漸化式の有用性を

実感する．

単元「数列」におけるスパイラルを

重視した数学的活動として， に限り
なく接近する有理数列について考える

活動がある．（イの学習活動）

この に限りなく接近する有理数
列とは，次の数列 である．

与えられた数列 の項から，新たに
項をつくり出すことを通して，「１つ前

の項の分母と分子の和が，次の項の分

母になること」や「ある項とその１つ

前の分母どうしの和が，ある項の分子

になること」等，この数列の規則性を

発見することができる．また，この数

列の各項を小数で表示すると｛1，1.5，

1.4，1.41666…，1.41379…，1.4142…，

……｝を得る．このことから数列
は，徐々に1.4142･･･に近づくことが直

観的にわかる．

一方，数列 を隣接二項間の関係に
着目して漸化式，および一般項の式で

表すと，次のようになる．

漸化式： ･･･①

一般項を表す式：

･･･②

②式でｎを十分に大きくしていくと

この数列は に限りなく接近すること
がわかる．
また，①式を関数としてとらえると，

２つの関数 を用い

ることにより，図４のように，徐々に

に接近する様子を表現したり，解釈
したりすることができる．

単元「数列」の

授業では，図４を

リターンマップ

と呼んでいた．

なお，関数のグラ

フは数式処理電卓

を用いて，画面上

にかき，その概形

をプリントに鉛筆

でかくことを行っ 図４
ている．
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単元「数列」イの学習における七海

の特徴的な動きに焦点をあて，七海の

学習過程からみた代数学習の理解の深

化について，ここでは検討する．七海

は， に限りなく接近する有理数列に

ついて，七海は分子からなる数列｛a n}

と分母からなる数列｛b n｝に着目し，
それぞれの階差を計算した後に，数列

｛b n｝の階差数列が数列｛a n}に一致す

ることを見いだす．また，これらの数

列の第二階差数列などにも同様の関係

があることに気づき，数列 の分子と
分母との関係に強い関心を抱く．その

関心の高まりは，有理数列のもつ次の

関係式を導出したり，他者とこの関係

を議論したりすることを促す．

・a n＋1＝b n＋b n＋1 ，b n＋1＝a n＋b n

・a n＋2＝a n＋2a n＋1 ，b n＋2＝b n＋2b n＋1

その後，数列 の各項を小数表示し
て大小関係を調べたり，数列の項がつ

くられるアルゴリズムに興味をもち，

式でその様子を表現したりする動きが

出てくる．そうした中で「区間［0,2］

の数直線上にc 1～c 10 を正確にプロット

し，気づいたことを列挙しよう．」とい

う発問が教師からなされる．

この発問に対して，七海は図５をか

きながら，数列 の各項の大小関係が
c 1＜c 3＜c 5＜…＜c 6＜c 4＜c 2となることに

気づく．同時に，この数列が に近づ
くのだろうかという「問い」を記す．

図５：数直線上での各項の図示

七海は，数列 の隣り合う二項間の
差や，ある項がその前の項の何倍で導

かれるかを数式処理電卓で順次計算を

していく．この活動を通して数列 は

に限りなく接近していくのではな
いかと予想する．

授業の中でも,この数列が に接近
しそうであることが確認される．その

一方で,本当にこの数列が に近づく
のかという「問い」や，数列の各項の
値の変化を何によるものなのかという

「問い」が次々と生徒から出される．

教師は，生徒が発見した性質や探究を

通して生まれた「問い」を板書にて整

理しながら，数列を漸化式で表現する

ことを促した．数列 を漸化式で表す
ことに関して，七海は数列の項を1つ前

の項で表現することから，その関係式

2

cn

cn

2

cn

cn

2

2

2

cn

cn

を導こうとする．例えば，数列の第３

項7/5を，第２項3/2との関わりで表現

し， を得ている.さらに，こ

の関係式から を類推し，実

際にこの関係式で表現できることを確
認した後に，一般の場合を想定する．

続いて，授業では漸化式を関数の式

とみて，有理数列 が に限りなく
近づくことをグラフ（リターンマップ）

で解釈することが行われる．七海は，

この活動において，図６をかく。

図６：グラフで有理数列を解釈する

七海は，数式処理電卓の画面上に表

現されたグラフをプリントにかくとと

もに，そのプリントにｘ＝１から２つ

の関数のグラフの交点( ， )に接
近していく様子をリターンマップとし

てかいている．その後，有理数列 の
奇数番目と偶数番目の項が，交互に大

小関係を変えて に接近する様子を
ｘ軸の下にかきこんだり，漸化式の特

性方程式の解釈や，単元「平方根」で
学んだことを関連づけて記している．

有理数列 について，数式処理電卓
での操作，アルゴリズムの言語化，式

や関数のグラフでの表現とその解釈等

を互いに関連づけて考えている．この

ことにより，有理数から無理数に接近

することや，無限を意識して無理数を

とらえる等，無理数の意味が実在的な

ものから徐々に概念的なものに移行し

ている．

本研究における今後の課題は，スパ

イラルを重視した数学的活動による単

元をさらに開発し，その学習効果と生

徒の代数学習の深化についてさらに考

察を進めることである．
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