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研究成果の概要（和文）： 
 体積予想とは，結び目の色付き Jones多項式の漸近挙動を調べることにより，その

結び目の補空間の体積が求められるであろうというもので， R. Kashaev, 村上順お

よび研究代表者により提唱された．現在ではこの予想は様々な方向に一般化され，

物理学者も含む多くの研究者に注目されている．本研究では，この予想の一部を解

決するとともに，予想のさらなる一般化およびその一部の解決を行なった． 
 
研究成果の概要（英文）： 
The volume conjecture states that by studying a certain asymptotic behavior of the colored 
Jones polynomial of a knot would tell us the volume of the knot complement. It was proposed 
by R. Kashaev, J. Murakami and the main investigator. Now the conjecture is generalized 
to various ways and attracts many researchers including theoretical physicists. In this 
research we solve part of the conjecture, give yet more generalizations, and solve part 
of these generalizations. 
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１．研究開始当初の背景 
体積予想は R. Kashaevにより 1997年に提唱

されたものである．村上順と研究代表者は，
2001年にそれを，色付き Jones多項式という，
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いわゆる量子不変量の形で書き改めた．これ
により，パラメータの取り方が増え様々な拡
張が考えられるようになった．また，色付き
Jones多項式は，物理学者 E. Wittenにより，
経路積分という（数学的には厳密に定義され
ていない）方法を用いて，直感的で簡明な定
義が与えられている．そのため理論物理学者
もこの予想に興味を持ち，様々な物理的手法
を用いて予想の拡張が提唱されてきた． 
 
２．研究の目的 

 本研究の目的は，体積予想とその一般

化を解決すべく研究を行なうことであ

る．特に，結び目補空間の基本群の 2次

複素特殊線型群への表現に付随した位

相的な量（体積， Chern-Simons不変量，

Reidemeister torsionなど）が，色付き

Jones多項式の漸近挙動に現れるであろ

うという予想の解決に向けて研究を進

める． 

 
３．研究の方法 
 最も重要で困難なものは，結び目の色付き
Jones 多項式の漸近挙動を計算することであ
る．計算量が膨大であるため，計算機を使っ
ても近似計算がせいぜいである．多くの手法
を試すことで厳密な漸近展開を求める． 
 また，求めた漸近展開の係数がどのような
位相的意味を持つかも重要である．結び目の
基本群からリー群 SL(2;C)への表現に付随し
た Chern-Simons 不変 量や Reidemeister 
torsion，あるいはそれらを定義する指標多
様体の計算も行なう． 
 
４．研究成果 

体積予想とは，結び目のN次元色付きJones

多項式のパラメータに，1のN乗根を代入し，N

が大きいときの漸近挙動を調べると，その結

び目の補空間の体積が得られるであろうとい

うものである．この予想を証明する試みとと

もに，様々な拡張が試みられてきた． 

以下，結び目が双曲的な場合，トーラス結

び目の場合，非圧縮トーラスを含む場合に分

けて説明する（結び目はこれら3種類に限るこ

とが知られている）． 

 

(1) 双曲結び目の場合：拡張の一つとして漸

近展開の主要項にChern-Simons不変量

（結び目補空間の基本群からリー群

SL(2,C)への表現に付随したものであり，

体積の複素化とみなせる）と

Reidemeister torsionが現れるのではな

いかという予想を提唱した．これは，8の

字結び目と呼ばれる簡単な双曲結び目に

ついての精密な計算により証明された定

理をもとにしたものである．この結果は，

色付きJones多項式のパラメータに1のN

乗根を代入したものだけではなく，

exp((2πi+u)/N)を代入したときにも成

立するものであり（uは絶対値が小さな実

数），AndersenとHansenにより知られて

いた式を拡張したものになっている．さ

らに，ここに現れた変数uが，結び目補空

間の基本群から，リー群SL(2,C)への既約

表現に対応しており，漸近展開に現れる

Chern-Simons不変量とReidemeister 

torsionは，この既約表現に対して定義さ

れるものである． 

 この結果は，体積予想に関連して物理

学者のGukovやDimofteたちが提唱してき

たものと対応しており，数学的に厳密な

考察は重要である． 

 

(2) トーラス結び目の場合：トーラス結び目

は，たがいに素な整数(a,b)を用いて表さ

れる．(a,b)型トーラス結び目の補空間か

らSL(2;C)への表現空間（厳密には指標多

様体）は(a-1)(b-1)/2個の既約表現から

なる成分と，1個の可換表現からなる成分

を持つ．これらの結び目の色付きJones多

項式の漸近挙動を計算しそれが，上記の

各連結成分に対応した項の和に分かれる

ことを示した．さらに，各項には，(1)と

同様に，その項に対応した表現の

Chern-Simons不変量とReidemeister 

torsionが現れることも確かめた． 

 

(3) 非圧縮トーラスを含む場合：補空間に非

圧縮トーラスを含む結び目の場合は，表

現が複雑になるため色付きJones多項式

の漸近挙動にもそれぞれの表現に対応し

た不変量が現れると予想される．もっと

も簡単な場合として，トーラス結び目の

ケーブルの色付きJones多項式の漸近挙

動を求め，上述の予想を裏付ける結果を

得た．  
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