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研究成果の概要（和文）：本研究では主に計算理論へのトポロジーの応用と距離空間における次元の解析とその応用に
関する研究を行った。前者においては、距離空間の計算モデルである形式的球体のドメインのMartin位相に関する研究
から示唆された実数直線上のSorgenfrey型位相τ(A)の解析を行い、τ(A)がSorgenfrey位相自身と同相となる必要条件
等を得た。また、図形のデジタル化におけるモデル空間であるKhalimski空間の部分空間に対するｎ次元性の表現を求
めた。後者においては、帰納的次元のHurewicz形式と超限分離次元の振る舞い、及び種々定義されてきた小帰納的次元
の統一的定義の提唱とそれらの相関関係を調べた。

研究成果の概要（英文）：The main topics of the project are the following: (1) The applications of topologi
cal method to the theory of the computability and domain theory; and  (2) the dimensions of metric spaces 
and its applications.  (1) An early study on the Martin topology on the domain of the formal balls of a me
tric space suggested an importance of the Sorgenfrey-type topologies on the real line. We investigated sev
eral Sorgenfrey-type topologies, and we have a condition that a such topology is homeomorphic to the Sorge
nfrey topology. We also have a test subspace of the Khalimski space for determining the n-dimensionality o
f its subspaces. (2) We obtained Hurewicz formulas for large inductive dimensions on normal spaces with ad
ditional conditins. We also have a result on the transfinite separation dimension of a subspace of the Hil
bert cube, and investigated an approach which unifies several small inductive dimensions of spaces includi
ng the Menger-Uryshon dimension ind and the separation dimension t.
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１．研究開始当初の背景 
空間の次元概念は、ギリシャ幾何学にすで

に現れ、現代数学においてもそのあらゆる分
野において欠くことのできない基本概念で
ある。トポロジーにおいては、前世紀初頭に
ルベーグやブラウワーによりn次元ユークリ
ッド空間が互いに位相同型ではないことを
示すために発見された最も基本的な位相不
変量であり、「空間の次元」はその発見以降
今日まで、集合論的・幾何学的トポロジーの
中心的トピックとして研究されてきた。最近
では、Gromov により有限生成群の不変量と
して導入された漸近(asymptotic)次元の研究
が、“古典的”次元論と関連を持ちながら幾
何学的群論や粗いトポロジーの研究と併せ
てなされてきており、距離空間における新し
い次元論として急速に研究が進められてい
る。さらに、Jan van Mill 等による無限次元
空間の関数空間理論への応用など次元論は
多くの分野と関連を持ちながら発展してい
る。また、計算理論においては、ドメイン（連
続な有向完備順序集合）がλ－計算の数学モ
デルとして導入されて以来、プログラミング
言語の計算可能性をドメインの位相構造に
より解析する研究手法が確立され、計算可能
性理論のトポロジーの応用は大きな研究テ
ーマとなってきており、情報基礎論における
トポロジーと次元論の重要性は増してきて
いる。 

 
２．研究の目的 
 上記背景のもとで、距離空間、一般の位相
空間やデジタル空間に対する次元様相の空
間論的及び巨視的トポロジーの観点から、そ
して、情報基礎論、特に計算可能性理論とド
メイン理論へのトポロジーの応用、ドメイン
や連続束の順序構造と位相構造との関連に
ついて、以下を目的として研究を行った。 
 
(1) 情報理論・計算理論へのトポロジー及び
次元論の応用。距離空間、擬距離空間、準（非
対称）距離空間の計算モデルである形式的球
体から成る順序集合における位相構造
(Scott 位相、Lawson 位相、Martin 位相)と順
序構造の関連の解析を行うことを目的とし
て研究を行った。特に、距離空間の形式的球
体から成る順序集合における Martin 位相の
研 究 から派 生 した実 数 直線に お け る
Sorgenfrey 型位相の解析を行った。さらに、
図形のデジタル化のために提起された
Khalimski 直線（空間）の位相的性質・次元
様相のより深い解析を目的に研究を行った。 
 
(2) 距離空間における次元様相とその応用。
位相空間論及び粗いトポロジーにおける“次
元”概念の解析を目的として研究を行った。
特に、可分距離空間における超限次元を含む
無限次元空間の理論と時代的に種々定義さ
れてきた小帰納的次元の統一理論の構築、及
び固有距離空間における漸近次元の位相空

間論的手法による解析を目的として研究を
行った。 
 
(3) 関連する位相空間論的諸問題。ドメイ
ン理論や次元論に関連した超空間理論、連続
選択関数問題、連続体理論、位相力学系やそ
れらの幾何学的側面等、上述の目的を補完す
るための研究を行った。 
 
３．研究の方法 
 本研究のテーマに関する研究については
国内には一線の研究者が少なく、海外の研究
者による研究が主体的である。そこで、海外
におけるこの分野の一線の研究者との研究
連絡・交流が重要である。そこで、代表者の
服部が毎年海外から研究者を招聘し（平成 22
年度：V.Chatyrko (Linkoping University, 
Sweden)、平成 23年度：Sang-Eon Han (Chonbuk 
National University, Korea), V. Chatyrko, 
J. van Mill (Free University of Amsterdam), 
D. Spreen (University of Seigen, Gernmany), 
平成 24 年度：V. Chatyrko, J. Cao(Auckland 
University of Technology, New Zealand),
平成 25 年度： V. Chatyrko, J. van  Mill, 
Sang-Eon Han, J. Cao, S. Garcia-Ferreira 
(UNAM, Mexico)等）、そして、服部が海外研
究 者 を 訪 問 (V. Chatyrko, Linkoping 
University 等)し、また、研究成果の発表の
ために出席した国際会議を利用しながら（平
成 22 年度：ギリシャ、平成 23 年度：韓国、
平成 24 年度：韓国及び中国の計 4回）、研究
連絡を行い、そして、日常的にはメールを利
用するなどしながら当分野の一線の研究者
と連絡を密にして研究を行った。さらに、代
表者の服部、分担者の山内を始め、連携研究
者や海外研究協力者は積極的に国際会議に
出席し研究発表を行い、成果の公表を行った。
特に、2013 年 9月に服部が主催者の一人とし
て島根大学で開催した国際会議「位相数学・
幾何学国際会議 2013」においては、V. 
Chatyrko, J. van Mill, Sang-Eon Han, 立
木秀樹、V. Gutev, J. Dydak 等が出席し、研
究発表を行うなど、本研究の成果の公開を積
極的に行った。上記目標の各項目については
さらに以下のように研究を進めた。 
 
(1) 「情報理論・計算理論へのトポロジー及
び次元論の応用」については、代表者の服部、
連携研究者の立木（京都大学）及び海外協力
研究者の Vitalij Chatyrko 等が中心に研究
を進めた。その際、服部と立木は互いに訪問
し合いながら、特に距離空間や準（非対称）
距離空間、擬距離空間の形式的球体空間にお
ける位相構造について研究を進めた。また、
服部は V. Chatyrko を４回、Sang-Eon Han を
2 回、D. Spreen を 1 回島根大学に招聘し、
セミナー等で研究打ち合わせを行いながら
デジタル空間における位相構造や次元様相、
およびドメインの順序構造と位相構造の関
連や一 



様被覆系に関する研究を行った。さらに、服
部は Linkoping University を１回訪問して
V. Chatyrko と研究連絡を行い、また、韓国
で開催された国際会議に計3回出席し招待講
演を行うとともに Sang-Eon Han と研究連絡
を取りながら研究を進めた。また、ドメイン
上の関数空間における順序構造と連続性や
連続な区間を持つ順序集合等の研究につい
ては、この分野の世界的リーダーの一人であ
る Jimmie Lawson (Louisiana State 
University, USA)とメールで連絡を取りなが
ら研究を進めた。また、上記研究を進める際
には計算機理論については立木が、そして、
位相的側面においては服部、Chatyrko が主に
担当することにより研究を進めた。 
 
(2) 「距離空間における次元様相とその応
用」については、服部が海外研究協力者の V. 
Chatyrko との共同研究を中心に適宜位相空
間論・次元論の専門家と研究連絡を取りなが
ら研究を進めた。V. Chatyrko とは、次元論
に関しても直接会った機会にセミナーや研
究連絡を行い、また通常はメールやスカイプ
を通じて連絡を取りながら研究を進めた。超
限分離次元については、服部が Jan van Mill 
(Free University of Amsterdam)を島根大学
に招へいし、セミナーをしながら共同研究を
行った。粗い位相と漸近次元については、服
部、山内（研究分担者・島根大学）、松橋（連
携研究者・島根大学）が共同で固有距離空間
（proper metric spaces）上の次元様相や巨
視的トポロジーに関する研究を進めた。その
際、幾何学的群論（コクセター群等）の位相
的側面および位相力学系の研究については
横井（連携研究者・東京慈恵会医科大学）が
担当した。また、距離空間に関する位相次元
の幾何学的側面についての研究は木村（平成
22 年度～平成 23 年度：研究分担者・島根大
学）が行った。 
 
(3) 「関連する位相空間論的諸問題」に関し
て、超空間と選択関数問題については研究分
担者の山内が V. Gutev (University of Malta, 
Malta Rep.)とメールを利用しながら研究を
進め、さらに、服部が島根大学に招へいした
Jiling Cao (Auckland University of 
Technology, New ZeaLand)と研究連絡を取り
ながら研究を進めた。また、局所コンパクト
な距離空間に対する距離コンパクト化の剰
余空間に関する研究は服部と V. Chatyrko が
共同で実施した。 
 
４．研究成果 
(1) 「情報理論・計算理論へのトポロジー及
び次元論の応用」については、代表者の服部
が連携研究者の立木、海外研究協力者の
Chatyrko 等と連絡を取りながら研究を進め、
以下の成果を得た。 
① 距離空間(X,d)の計算モデルとして導

入された形式的球体からなる連続束 BX に関

する先行研究として服部は形式的球体上の
Martin 位相μに注目し、実数空間 Rの形式的
球体ドメイン(BR,μ) における定点(a,u)を
頂点とする等高線集合 B+(a,u) = {(y,s) : 
|a-y| = u-s の(BR,μ)に関する相対位相は
Sorgenfrey 部分空間(-∞, 0]と同相であり、
B-(a,u) = {(y,s) : |a-y| = s-u}について
は Sorgenfrey 直線と同相であることを示し
た。これらの結果は、実数直線 R における
種々の「Sorgenfrey 型位相」の重要性を示唆
している。（ここで、A ⊂ R に対して、a ∊ A 
については通常の基本近傍基、a ∊ R-A につ
いては{[a, a+ε) : ε> 0}を a の基本近傍
基としてRに導入される位相をτ(A)と書き、
Sorgenfery 型位相と呼ぶ。）そこで、服部と
ChatryrkoはSorgenfery型位相全体を半順序
集合として捉え、その順序構造を調べた。特
に 、 こ の 半 順 序 集 合 の 最 大 元 で あ る
Sorgenfrey 位相と同相となるτ(A)の条件を
求め、A が R のユークリッド閉集合のとき、
τ(A)が Sorgenfrey 位相と同相になるには、
A が可算集合であることが必要十分である
ことを示した。 
② 実世界の図形のデジタル化のために

Khalimski は実数直線のデジタルモデルとし
て整数の集合 Zにある位相κを与えた。これ
を、Khalimski 直線という。Khalimski 直線
(Z,κ)（Khalimski 空間(Zn,κn)）の分離性に
ついて、服部は Chatryko, Sang-Eon Han と
共同で研究し、Alexandroff T0空間がsemi T1/2 

空 間 で あ る こ と を 示 す こ と に よ り 、
Khalimski 空間(Zn,κn)の任意の部分空間が
semi T1/2分離公理を満たすことを示した。さ
らに、semi T1/2 空間の基本的性質を調べ、semi 
T1/2 空間の有限直積空間が semi T1/2 空間とな
ること、また、semi T1/2 空間は開部分空間に
対して継承的であることなどを得た。また、
ドメインとの関連において、任意の半順序集
合に上半連続位相を導入するとき、その有限
積は semi T1/2 空間となることを示した。 
③ Khalimski 空間 Zn の部分空間における

小帰納的次元 ind と順序構造との関連につ
いて、服部は Chatyrko, Han と共同で研究を
行い、任意の自然数 k ≦ n に対して濃度が
k+1 であり、かつ ind A = k となる Zn の部分
集合 Aの表現を求めた。そして、この表現を
用いてKhalimski空間内のいくつかの部分集
合の次元の決定を行った。 
 
(2) 「距離空間における次元様相とその応
用」については、服部と Chatyrko が中心に
適宜、海外の研究者の協力を得ながら研究を
進め、以下の成果を得た。 
① X, Y を距離空間とし、f : X → Y を

連続かつ閉な全射とする。このとき、被覆次
元 dimに対して Hurewicz 形式 dim X ≦ dim 
Y + dim f が成り立つことはコンパクト距離
空間に対して Hurewicz が 1927 年に証明して
以来、次元論における基本的定理としてよく
知られている。服部と Chatyrko は正規空間



上の帰納的次元に関する Hurewicz 形式の一
般化を試み、以下の成果を得た：ｄを-1以上
の整数（あるいは順序数）または∞を値に持
つ位相不変量とし、任意の１点集合{x}に対
して d({x}) ≠ ∞とする。 X, Y を位相空間
とし、f : X → Y を連続な全射で、任意の y 
∊ Yに対してd(f-1(y)) ≠ ∞を満たすものと
する。このとき、Y の任意の部分集合族Λに
対して d(Λ)f = sup{ d(f-1(A)) : A ∊ Λ}
とおく。さて、次のYの部分集合族を考える。
Λ0 = {{y} : y ∊ Y},Λ1 = {F  : F は Y の閉
かつ疎な部分集合},Λ2 = {D  : D は Y の疎
な部分集合}。そして、dif = d(Λi)f, i = 0, 
1, 2 とおく。さらに、dに関する以下の条件
を考える：(P1) d(⊕{Xi : i = 1, …, n}) ≦ 
max{d(Xi): i = 1, …, n }. (P2) 任意の i = 
1, 2, …に対して d(Xi ) ≧i ならば、d(⊕{Xi : 
i = 1, 2, …}) = ∞. (P3) 任意に n = 0, 1, 
2, …を取る。このとき、任意のγ∊ Γに対
してd(Xγ) ≦ nならば, d(⊕{Xγ :γ∊ Γ} ) 
≦ n。このとき、dif = d(Λi)f, i = 0, 1, 2
に対して次が成り立つことを示した：(a) Y
がコンパクトでありfが(P1)を満たすならば、
d0f = d1f となる。(b) f が(P1), (P2), (P3)
を満たすとき、(i) d1f ≠ ∞ならば、d0f = d1f
となり、(ii) d２f ≠ ∞ならば、d(f-1(y)) = 
d0f = d1f = d2f となる y ∊ Y が存在する。 
さらに超限帰納次元 trInd0 に対する

Hurewicz 形式として次を得た：(c) X, Y を
正規空間とし、f : X → Y を連続かつ完全閉
な全射とし、任意の互いに交わらない X の
閉集合 A, B に対して A ∩ B が Y の零集合
になるとする。（この条件を性質 Zと呼ぶこ
とにする。）このとき、trInd0 Y < ∞かつ
(trInd0)1f ≠ ∞ な ら ば 、 trInd0X ≦ 
(trInd0)0f + Ind0Y が成り立つ。(d) X を正
規空間, Y を完全正規空間とし、f : X → Y
が連続かつ閉な全射であり、任意の y ∊ Y に
対して d(f-1(y))が完全正規とする。さらに、
任意の互いに交わらない X の零集合 A, B 
に対して A ∩ B が高々可算とする。このと
き、Ind Y < ∞ならば、Ind X ≦ (Ind)0f + Ind 
Y + 1 が成り立つ。 
②小帰納次元と類似な分離次元 t が

Steinke により 1983 年に導入され、その後、
分離次元 t は超限次元 trt に拡張された。
さらに、分離次元の発想から分離次元に酷似
した帰納的超限次元 p が 2006 年に Radul に
より導入され、それらは古典的次元論および
無限次元空間の理論の立場から研究されて
いる。しかし、その議論はほぼ同様になされ
ることも多く、それぞれの次元の特異性と類
似性を整理することの必要性が示唆された。
本研究では、上記の「小帰納的」次元を統一
的に議論するためのアプローチを行った。す
なわち、trind, trindp, trt, p をモデルと
して新しい次元関数の定義を行い、それらの
間の相関関係やそれらから導かれる無限次
元空間のクラスについてその特性を調べた。
位相空間 X に対して、次の部分集合族を考え

る：{*} = {X}, 2* = {A : A ⊂ X}, K = {K : 
K は X のコンパクトな部分空間}, F = {F : F 
は X の閉部分空間}。 さて、X の部分集合族 
A を固定し、以下のように５種類の次元関数
A(i)-ind, i = 0, 1, 2, 3, 4 を定義する：  
 
(i) X =⏀のとき、 A(0)-ind (X) = A(1)-ind 

(X) = A(2)-ind (X) = A(3)-ind (X) = 
A(4)-ind (X) = -1. 
 (ii) |X| = 1 のとき、A(0)-ind (X) = 

A(1)-ind (X) = A(2)-ind (X) = A(3)-ind (X) 
= A(4)-ind (X) = 0。 
(iii-0) |X| > 1, そして n を 0 以上の整

数のとき、|M| > 1 となる任意の M ∊ A, 任
意の x ∊ M そして x ∉ F なる任意の Mの閉集
合 F に対して、A(0)-ind L ≦ n-1 となる x
とFのMにおける分離集合Lが存在するとき、
A(0)-ind X ≦ n とする。 
(iii-1) |X| > 1, そして n を 0 以上の整

数のとき、|M| > 1 となる任意の M ∊ A, 任
意の異なる２点 x, y ∊ M に対して、A(1)-ind 
L ≦ n-1となるxとyのMにおける分離集合
Lが存在するとき、A(1)-ind X ≦ n とする。 
 (iii-2) |X| > 1, そして nを 0以上の整数
のとき、|M| > 1 となる任意の M ∊ A に対し
て次の条件を満たす x ∊ M が存在するとき、
A(2)-ind X ≦ n とする：x ∉ F なる任意の M
の閉集合 F に対して、A(2)-ind L ≦ n-1 と
なる xと Fの Mにおける分離集合 Lが存在す
る。 
(iii-3) |X| > 1, そして n を 0 以上の整

数のとき、|M| > 1 となる任意の M ∊ A に対
して次の条件を満たす Mの閉集合Fが存在す
るとき、A(3)-ind X ≦ n とする：x ∉ F な
る任意の x ∊ M に対して、A(3)-ind L ≦ n-1
となる xと Fの Mにおける分離集合 Lが存在
する。 
(iii-4) |X| > 1, そして n を 0 以上の整

数のとき、|M| > 1 となる任意の M ∊ A に対
して A(4)-ind L ≦ n-1 となる x, y ∊ M, x 
≠ y, 及び xと yの Mにおける分離集合 Lが
存在するとき、A(4)-ind X ≦ n とする。 
 
上記の次元関数についてそれらの相関関係
及び主な位相的性質を調べた。特に、上記の
次元を集合族{*}, 2*, K, F について適用す
るとこれまで定義されてきた次元関数との
関係は以下のようになる：   
  
 0  1  2  3  4 
{*} trind trindp    
2* trind trindp   trt 
K     p 
F trind trindp   trt 
 
また、上記の次元についてその０次元性に着
目して位相空間のクラスを特定すると以下
のようになる。  
 
 



 0  1  2  3  4 
{*}  Z Dt  Zp  D  D 
2*   Z  Dt  ? Dh  Dh 
K   P  P  P  P  P 
F   Z  Dt  ?  Dh  Dh 
 
ただし、以下において|X| > 1 とし、 
Z = {X : ind X = 0}, 
Dt = {X : X は totally disconnected}, 
Dh = {X : X は hereditarily disconnected}, 
P = {X : X は punctiform},  
D = {X : X は非連結空間}, 
Zp = {X : indxX > 0 となる x ∊ X が存在} 
とする。 
 さらに、上記の次元関数から導かれる可算
無限次元空間（０次元部分空間の可算和と表
される空間）のクラスの類別や、超限次元 trt
に関するコンパクト化定理に関する結果も
得た。 
 ③ 超限次元 trt に関して Arenas- 
Chatyrko-Puertasはtrtを持つ空間について
調べ、trt を持つコンパクト距離空間が C-空
間であることを証明した。さらに、彼らはヒ
ルベルト空間Qの部分空間Kω= {x ∊ H : x の
0 でない座標が高々有限個}に対して、 
trt Kω> ωであることを示した。その上で、
trt Kω= ∞であるか、また、可算次元空間 X
で trt X > ω+ 1 となる空間が存在するかを
問うた。これらの問題に対して、服部はJ. van 
Mill との共同研究により trt Kω> ω+1 であ
ることを証明した。  
 
(3) 「関連する位相空間論的諸問題」につ
いては、服部と Chatyrko が可分距離な局所
コンパクト空間の距離コンパクト化の剰余
空間について、また、山内が V. Gutev との
共同研究で超空間と連続選択関数問題等に
ついて研究を行い、以下の成果を得た。 
① 可分距離な局所コンパクト空間Xの距

離コンパクト化の剰余空間全体のクラスを
R(X)で表わすことにする。このとき、{R(Xα) : 
α < ω1}が強い意味での増加列となる可分
距離な局所コンパクト空間 Xα, α＜ ω1, 
が存在することを服部, Chatyrko が示した。 
② 分担研究者の山内は、V. Gutev との共

同研究で、上半連続なコンパクト値写像が、
距離空間への連続写像とその距離空間から
の上半連続なコンパクト値写像に因子分解
されるための、定義域や集合値関数に関する
条件を明らかにした。また、山内は PF 正規
空間からバナッハ空間への下半連続な凸値
関数に対して、その値がすべて同じ次元を持
つならば、その集合値関数は連続な選択関数
を持つことを示した。さらに、山内はV. Gutev
と共同で、パラコンパクト空間上の集合値関
数を用いて、Dugundji の拡張定理と Michael
の選択定理の部分的一般化となる線形作用
素の存在定理を証明した。研究分担者（平成
22 年度～23 年度）の木村は、幾何学的側面
からの研究として複素数空間におけるコン

パクト実超平面について、松橋は連続体理論、
そして、横井はコンパクト距離空間上の離散
位相力学系に関する知見を得た。 
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