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研究成果の概要（和文）：可換群Gの濃度が実数直線のべき集合の濃度以下であるとき、Gの任意の部分集合Aに対し、A
のMarkov-Zariski閉包は位相TにおけるAの閉包と一致し、(G,T)の完備化がコンパクト位相群になるようなG上の群位相
Tが存在することを証明した。可換群Gの濃度が実数直線のべき集合の濃度以下であるとき、Gの稠密可能な部分集合の
特徴付けを得た。コンパクト群Gのすべての稠密な部分集合のある位相的性質を用いてGが距離付け可能になるための必
要十分条件を解明した。位相群がLie群になるための三つの必要十分条件を得た。

研究成果の概要（英文）：We characterize potentially dense subsets of abelian groups G of size at most the 
power set of the continuum, and we show that the Markov-Zariski closure of a subset S of such a group G ca
n be realized in some precompact group topology on G. (In particular, potential denseness of a set in G ca
n be witnessed by some precompact group topology of G.) New metrizability criteria for compcat groups are 
obtained. We also provide various characterizations of Lie groups by means of controlling their zero-dimen
sional closed subgroups. Multiplier convergence theory of topological groups is developed.

研究分野：

科研費の分科・細目：

数物系科学

キーワード： 位相群　トポロジー　コンパクト　代数学　代数的閉包

数学・幾何学



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
(1) G を群とする。自然数 n, G の元 g_1, 

g_2,..., g_n と a_1, a_2,..., a_n ∊ {-1,1} に
対し、集合 {x ∊ G: x_1^{a_1} g_1 x_2^{a_2} 
g_2 ...  x_n^{a_n} g_n = 1} を Gの基本代
数的集合と呼び、有限個の基本代数的集合の
和集合を Gの代数的集合という。（ただし、1
は Gの単位元である。）群 Gのすべての代数
的集合が閉集合になるような G 上の最弱位
相を Gの Zariski位相（または verbal位相）
という。群の Zariski位相がMarkov (1946)
による導入され、Bryant (1977), Baumslag, 
Myasnikov, Remeslennikov (1999)により研
究された。 
(2) Markov (1946)による、群 G上のすべて
のHausdorff群位相で閉集合になる集合をG
の無条件閉集合と呼ぶ。群 Gのすべての無条
件閉集合が閉集合になるような G 上の最弱
位相を GのMarkov位相という。 
(3) 群の Zariski位相とMarkov位相は共に

T_1 位相であるが特別な場合を除いて、
Hausdorffではない。また、代数的集合は必
ず無条件閉集合であるため、Zariski 位相は
Markov 位相より弱い。Markov (1946)は任
意の可算群の Zariski位相とMarkov位相は
一致することを示し、非可算群の場合でも、
その二つの位相が一致するか否かを未解決
問題として提出した。反例が Hesse (1979)
により得られている。Dikranjan, Shakhma- 
tov (2008)は任意の可換群の Zariski 位相と
Markov 位相は一致することを証明し、非可
換群の場合でも、Zariski 位相と Markov 位
相が一致するための必要十分条件を得た。 
(4) Markov (1946) により、群 G上のある

Hausdorff群位相での稠密な部分集合をGの
稠密可能な部分集合(potentially dense 集
合)と呼ぶ。Markov (1946) は稠密可能な部
分集合の特徴付け問題を提出した。 
 
２．研究の目的 
(1) 可換群上のコンパクト型群位相が存在
するための必要十分条件を得ること。 
(2) 可換群での稠密可能な部分集合の特徴
付けを得ること。（Markovの稠密可能な部分
集合問題） 
(3) 可換群のMarkov-Zariski閉包をあるコ
ンパクト型群位相での近似を得ること。 
(4) 可換位相群の各種の閉包作用素に関す
る稠密な部分集合の位相的性質を解明する
こと。 
 
３．研究の方法 
(1) 海外共同研究者と日常的に電子メイル
で意見交換を行った。 
(2) 海外共同研究者と年1回相互に訪問し、
共同研究を実施した。 
 
４．研究成果 
(1) 可換群 G の濃度が実数直線のべき集合
の濃度以下であるのとき、G の任意の無限部

分集合 Aに対して円周群 Tの連続体濃度のべ
き乗 Hへの准同形写像 fが存在して f(A)は H
で稠密になるための必要十分条件を得た。 
(2) 可換群 G の濃度が実数直線のべき集合
の濃度以下であるとし、G の部分集合からな
る可算な族 Sを考える。族 Sに属する各集合
Aに対して、Aの Markov-Zariski 閉包と位相
T における A の閉包は一致するような G 上の
群位相 T が存在することを証明した。また、
(G,T)の完備化がコンパクト位相群になるよ
うな Tを構成した。 
(3) 可換群 G の稠密可能な部分集合 A の性
質を解明した。G の可算部分集合 A は G で稠
密可能であるための必要十分条件はGの濃度
が実数直線のべき集合の濃度以下で A の
Markov-Zariski閉包はGと一致することを証
明した。この結果は Markov の稠密可能な部
分集合の特徴付け問題の一部解決である。ま
た、この結果の特別な場合は Tkachenko, 
Yaschenko の問題の解決でもある。 
(4) あるコンパクト型性質をもつ位相群 G
のすべての零次元距離付け可能な（コンパク
ト）閉部分群は離散であるとき、G は Lie 群
になるか否かを調べた。コンパクト型性質と
して、（局所）コンパクト、（局所）omega-有
界、（局所）可算コンパクト、（局所）
precompact、（局所）minimal と点列完備を調
べた。以下の Lie 群の特徴付けを証明した。 
➀ 位相群 Gは Lie 群になるための必要十分
条件はGは無限零次元距離付け可能なコンパ
クト部分群を含めない局所コンパクト群で
ある。 
➁ 可換位相群 Gは Lie 群になるための必要
十分条件は G は局所 minimal かつ局所
precompactでGのすべての零次元距離付け可
能な閉部分群は離散である。 
➂ 可換位相群 Gはコンパクト Lie群になる
ための必要十分条件はGは無限零次元距離付
け可能な閉部分群を含めないminimal群であ
る。 
➃ 無限位相群 Gはコンパクト Lie群になる
ための必要十分条件はGは空でない連結な開
集合をもつ無限零次元距離付け可能なコン
パクト部分群を含めない点列完備、
precompact、局所 minimal 群である。 
(5) 位相群 G の稠密な部分群 D が G を
determine するとは G の双対群から D の双対
群への制限写像は同相写像かつ同形写像で
あることとする。R を実数位相群、Z を整数
部分群、T=R/Z を円周位相群とし、p を R か
ら Tへの商写像とする。位相群 Gの部分集合
X が G で qc-稠密であるとは G から T への零
でないすべての連続群準同形写像 f に対し、
f(X)は p([-1/4,1/4])の部分集合でないこと
とする。位相群 G の稠密な部分群 D は G を 
determine するための必要十分条件は D が G
での qc-稠密なコンパクト部分集合 X を含む
ことが知られている。無限コンパクト位相空
間 Xの点 x以外の点はすべて孤立点であると
き、Xを点 xに収束する長点列と呼ぶ。 



➀ 無限コンパクト可換位相群 Gの零元 0の
弧上連結成分 C が X の濃度が G の weight 以
下となる 0に収束する長点列 Xをもつための
必要十分条件はGが連結であることを証明し
た。 
 ➁ 無限コンパクト可換位相群 Gの零元 0の
弧上連結成分Cが最小な濃度をもつsuitable
集合を含むための必要十分条件はGが連結で
あることを証明した。 
➂ すべての無限連結コンパクト群Gに対し、
等式 qcw(G)=w(c(Z(G)))が成り立つことを証
明した。ここで qcw(G)は G での qc-稠密な閉
集合の最小な weight で w(c(Z(G)))は G の
center Z(G)の連結成分 c(Z(G))の weight を
表す。 
(6) 可換コンパクト群 G は距離付け可能に
なるための必要十分条件はGのすべての稠密
な部分群 D は G を determine することが
Herdandez, Macario, Trigos-Arietta による
知られている。可換位相群 Gの稠密な部分群
D が G を determine する概念に関連している
４つの性質を導入した。 
➀ K の weight は D の weight に一致するよ
うな Dのコンパクト部分集合 Kが存在すると
き、Dは w-コンパクトという。 
➁ D の weight は D の濃度以下であるとき、
Dを Arhangel'ski 空間と呼ぶ。 
➂ D のすべての連続群準同形写像による像
は w-コンパクトであるとき、D は projecti- 
vely w-コンパクトという。 
➃ D のすべての連続群準同形写像による像
は Arhangel'ski 空間であるとき、D は pro- 
jectively Arhangel'ski という。 
コンパクト位相群 G のすべての稠密な部分
集合 D は上の条件をそれぞれ満すとき、G は
距離付け可能になるか否かを調べた。特に、
以下の結果を得た。 
A. コンパクト位相群Gのすべての稠密な部
分群は projectively Arhangel'ski 条件を満
たすとき、Gは距離付け可能である。 
B. 連結または可換位相群Gのすべての稠密
な擬似コンパクト部分群は projectively w-
コンパクトならば G は距離付け可能である。 
C. 可換位相群Gのすべての稠密な擬似コン
パクト部分群は G を determine するとき、G
は距離付け可能である。この結果は
Hernandez, Macario, Trigos-Arrieta の問題
の解決である。 
(7) f を自然数全体の集合 Nから Nに無限大
を加えた集合 Mへの関数とする。群 Gの点列
a_nが f-収束するとは整数からなる任意の列
z_n が与えられたとき、すべての自然数 n に
対して|z_n|が f(n)以下であるならば G の点
列 a_1^{z_1}...a_k^{z_k}はある G の元に収
束することである。位相群 Gの f-収束する点
列の存在を調べた。 
➀ G が局所コンパクトや距離付け可能であ
るとき、f-収束する点列の存在について結果
を得た。 
➁ f_w はすべての自然数 n で無限大の値を

とる関数を表す。点列 a_n は f_w-収束するが
N から N へのある全単射 g に対し、点列
a_{g(n)}は発散するような可分距離付け可
能な位相群の点列 a_n の例を構成した。この
結果は Dominguez, Tarieladze の問題の解決
である。 
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