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研究成果の概要（和文）：閉曲面上の結び目の安定同値類(twisted knot)の不変量であるカンド

ルを導入して幾何学的解釈を行った。また、twisted knot の不変量である多変数多項式および

index 多項式を導入し、twisted knot の分類に有効である事を示した。さらに、twisted knot

の分類表を出力するコンピュータプログラム、不変量を計算するプログラムを作成して分類表

を作成した。 

 
研究成果の概要（英文）：We defined the quandles of the stable equivalence classes of knots 
in thickened surfaces (twisted knots) and gave the geometric interpretation of the 
quandles of twisted knots. We also introduced the multivariable polynomial invariants 
and the index polynomials of twisted knots and showed that they are useful to distinguish 
twisted knots. We coded the computer programs to makes the list of twisted knot diagrams 
and to calculate the invariants of twisted knots. Using the programs, we constructed the 
table of twisted knots.  
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１．研究開始当初の背景 

閉曲面上の結び目とは、閉曲面上の I 束(I 
は閉区間)として表される有向 3 次元多様体
内の結び目のことである。閉曲面が 2次元球
面の場合は、2 次元球面上の I 束内の結び目
であり、それは 3次元球面内の結び目と自然
に同一視することができる。一般種数の閉曲
面上の結び目(閉曲面上の I 束内の結び目)
は 3 次元多様体の研究において重要である。

特に、閉曲面が有向閉曲面であるとき、結び
目の安定同値類は「仮想結び目」と自然に同
一視されることが知られている。閉曲面を向
き付け不可能な曲面まで拡張した場合の結
び目の安定同値類に対応するものが、当研究
の対象である「twisted knot」である。すな
わち、{結び目}⊂{仮想結び目}⊂{twisted 
knot} の関係がある。twisted knot の研究
成果は結び目および 3次元多様体の研究に有
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用であるとともに、カンドルホモロジーやコ
バノフホモロジーのねじれ係数版にも自然
な解釈を与えることが期待される。 
 

２．研究の目的 

当研究では twisted knot に関して、カンド
ルをはじめとする代数的・幾何的構造とその
不変量、多項式不変量を調べ新しい不変量の
構築を目指し、twisted knotの分類表の構成
を行う。 

 

３．研究の方法 

(1) カンドルをはじめとする代数的・幾何的
構造とその不変量の研究 
研究代表者は抽象結び目と仮想結び目
の対応を利用して結び目群の幾何学的
な解釈を行った。この手法を応用して
twisted knotと一般抽象結び目(向き付
け不可能な場合にも拡張した抽象結び
目)の関係に拡張して、カンドル、バイ
カンドルなどの概念を一般化する。 

(2) 多項式不変量の研究 
仮想結び目の多変数多項式不変量など
をtwisted knotに拡張する。Bourgoin
がJones多項式をtwisted linkに拡張し
た手法を応用する。 

(3) twisted knot の分類表の構成 
twisted knotをリストアップするコン
ピュータプログラムとtwisted knotを
計算するプログラムを作成する。それら
の出力したリストの同値であるtwisted 
knotを分類する。 

 
４．研究成果 

(1) カンドルをはじめとする代数的・幾何 
学構造とその不変量の研究 

twisted knot のカンドルを導入した。
twisted knot のカンドルは幾何的には
twisted knotの２重被覆のカンドルに対
応する事がわかった。 
 

(2) 多項式不変量の研究 
2009年に宮澤、Kauffman、Dyeに定義さ
れた仮想結び目の多変数多項式不変量
をtwisted knotに拡張し、それと実交
点数との関係をTuraev surfaceを利用
して示した。また、カンドルと多変数
多項式不変量を利用して任意の2以上
の実交点数の仮想結び目と同値でない
仮想結び目と同じ性質のJones多項式
をもつ1成分のtwisted knotが存在する
ことを示し、twisted knot diagramの
同値類を定める同値変形の関係を明ら
かにした。仮想結び目の多項式不変量
である。Index多項式は2010年にIm、Lee、
Leeが定義した。これは仮想結び目の仮
想交点のvirtual intersection index

を利用して定義される。このvirtual 
intersection index が 実 交 点 の
intersection indexと等しいことを示
した。これによってIndex多項式は実交
点のintersection indexを利用して定
義できることを示した。これにより、
twisted knotにもIndex 多項式の定義
を拡張することが可能となり、twisted 
knotのIndex多項式を定義することに
成功した。この拡張Index多項式を用い
て、twisted knotのJones多項式では判
別できない2つのtwisted knotを判別す
ることができた。さらに、Index多項式
の精密化を行った。twisted knotを表
す閉曲面上のknot diagramの中で、そ
の曲面の中で最小の(オイラー)種数を
安定同値類の最小種数と呼び、これを
決定することは大きな課題である。
2005年にJones多項式をもとにsurface 
state model(link diagramから導かれ
る曲面上の閉曲線の集合)を利用して
surface bracket 多 項 式 を Dye 、
Kauffmanが導入した。さらに彼らは
surface state modelとknot diagramの
種数の関係を示していた。この手法を
応用して、twisted knotの多変数多項
式をもとにsurface bracket多項式を導
入し、このsurface state modelの閉曲
線と多変数多項式の変数の関係を明ら
かにした。 

(3) twisted knot の分類表の構成 
twisted knotのリストアップするコン
ピュータプログラムと多変量多項式不
変量とJones多項式を計算するコンピ
ュータプログラムを作成しリストを室
力した。そのリストから、分類表を構
成した。 
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