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研究成果の概要（和文）：本研究でバナッハ環の一般線形群の間の距離を保存する写像の構造を

決定した。その応用として C*環の一般線形群の間の距離を保存する写像の形を決定した。また

Mazur-Ulam の定理の非可換化を行いこの応用としてヒルベルト空間上のユニタリー群の間

の等距離写像の形を決定した。また、ある種の可換バナッハ環の間のノルムを非対称に保存す

る写像についての知見を得た。さらに解析関数からなる F 多元環の間の積を保存する等距離写

像の形を決定した。 
 
研究成果の概要（英文）：We give a structure theorem for isometries between the general 
linear groups of Banach algebras. As an application of it, we deduce the form of isometries 
between the general linear group of C*-algebras. We get a non-commutative Mazur-Ulam 
theorem and we describe the form of isometries between the full unitary group of a Hilbert 
space. We also get a result on the maps between certain commutative Banach algebras 
which preserve the norm non-symmetrically. We describe the form of the multiplicative 
isometries between F-algebras of holomorphic functions. 
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１．研究開始当初の背景 
バナッハ環の間の写像が与えられた構造（例
えば距離構造，多元環としての構造など）を
保存するとき，その写像は他のどのような構
造や或いは集合（可逆元全体，べき等元全体
など）を保存するかを決定すること，さらに
はそのような写像の一般形を決定すること
が保存問題における課題である。例えば 

幾何学ではある変換群のもとでの不変量の
研究が基本的であるように，バナッハ環理論
における保存問題も数学の多分野にわたる
基本的な問題意識に基づくものであること
はいうまでもない。バナッハ環の幾何構造或
いは位相構造と代数構造の関係がバナッハ
環の定義における見かけのもの以上に本質
的に深いことは早くから認識されていて，幾
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何構造と代数構造の親和性の研究は関数解
析勃興期にバナッハ自身により既に始まっ
ていたともいえる。バナッハ環においてはこ
の よ う な 現 象 が さ ら に 顕 著 で あ る 。
Banach-Stone の定理は，可換 C*-環のバナ
ッハ空間の構造はバナッハ環としての構造
を決定することを述べている定理でありバ
ナッハ環における線形写像に対する保存問
題に対する古典的な結果としてよく知られ
ている。また，バナッハ環上の線形写像の乗
法性の研究は 19 世紀の Frobenius の定理 
にまでさかのぼることができ，Kaplansky 問
題の原点ともいえる。一方線形性を仮定しな
い写像についての研究は 50 年以上前の Hua
の研究など古くからあり，Gleaso-Kahane- 
Zelazko の定理の拡張である Kowalski-Sl 
odokowski の定理もよく知られていて，この
20 年ぐらいのあいだに急速に発展してきて
いるとはいえ線形写像の乗法性の研究に比
してまだ未開拓の部分が多い。そのような中
で乗法的にスペクトルを保存する写像の研
究は Molnar により開始された。バナッハ環
からバナッハ環への写像 T で任意の f と g に
対して，T(f)T(g)のスペクトルと fg のスペク
トルが一致するときTは乗法的にスペクトル
を保存する写像と呼ばれる。Molnar の研究
を受けて本研究代表者と分担者の三浦と高
木 は関数環の間の上へ乗法的に値域を保存
する写像に対して Molnar の定理を一般化し
た結果を得た。更に単位的半単純可換バナッ
ハ環上の写像の場合に結果を拡張した。 
Luttman-Tonev の抹消スペクトルを乗法的
に保存する写像の研究を受けて，本研究代表
者と分担者の三浦，高木は非対称に乗法的に
距離を保存する写像（任意の f,g に対して
||T(f)T(g)-1||=||fg-1||をみたす写像 T の
こと）の研究を始めていくつかの新たな知見
を得た。また写像 T の定義域と値域とを可逆
元のなす群にとり，||{T(f)}/{T(g)}-1|| 
=||f/g-1||を考えることによりより一般的
な場合を扱うことができることが本研究代
表者や分担者の一部（三浦）等の研究により
分かってきた。この等式を，単位的 C*-環 A
の可逆な正要素全体$G_+$においては考え
れば Thompson 距離を保存することを意味
している。Thompson 距離は G_+における自
然な Finsler 幾何構造に対応する測地距離を
と一致しているので Thompson 等距離写像
を調べることは，quantum system の理論や
Lagrangian 幾何への寄与を期待できると考
えられる。Molnar は最近の論文で 4 次元以
上の（無限次元も含めて）Hilbert 空間上の
有界線形作用素全体の C*-環の場合の
Thompson 距離保存写像を決定した。本研究
代表者と分担者の一部（三浦）等は，可換
C*-環の場合に Thompson 距離を保存する写
像の構造を決定した。 

Banach-Stone の定理は関数環の場合には
Nagasawa により一般化され，さらに Jarosz
による一連の研究によりバナッハ環の場合
が扱われている。しかしながら，単位的半単
純可換バナッハ環ですらその多元環として
の構造はバナッハ空間としての構造だけで
は決まらないという決定的な事実があるた
め Jarosz の研究以降は大きな進展が見られ
なかった。このような中で本研究代表者 
は単位的可換バナッハ環の群の距離空間と
しての構造がそのバナッハ環の実バナッハ
環としての構造を決定していることを発見
し，Banach-Stone の定理の拡張の新たな方
向性を打ち出した。 
 
２．研究の目的 
本研究では，バナッハ環やその群など
関係する重要な集合の間の写像が距
離やスペクトル，ノルム，スペクトル
半径，値域の直径等の位相的な量を保
存する場合の保存問題を組織的に解
決していくこと，たとえばそのような
写像が同時にどのような集合を保存
するのかとか或いは線形性や乗法性
などの代数構造を有するのかという
現象を研究し該当する写像を完全に
記述すること，さらに新たな問題を提
示しスペクトルや各種距離をはじめ
とする位相的な量を保存する写像の
代数構造の研究を推進していくこと
を目的とする。バナッハ空間の位相的
性質と代数的性質の親和性について
は関数解析学勃興期から良く知られ
たが，親和性の根本が完全に理解され
ているとはいいがたいのが現状であ
る。本研究テーマはバナッハ環理論に
おける基本的かつ古典的な研究対象
に根ざしたものである。 
 
３．研究の方法 
距離付可能な位相群をはじめとした群や代
数的な構造を有する距離空間における等距
離写像に対する非可換 Mazur-Ulam の定理
を示し，それを活用して単位的 C*-環の可逆
な正要素全体に対する Moln¥'ar の定理とそ
の可換版である本研究代表者等の結果をよ
り広いバナッハ環のクラスに対して成り立
つことを示すことをもってバナッハ環の部
分構造の間の等距離写像の代数構造につい
ての統一的な理論を構築する。また，単位的
バナッハ環の群やその開部分群の間の等距
離写像の代数構造を調べる。その際に本研究
代表者が分担者である他の基盤研究（C)の研
究成果を十分に活用して行う。また，関数解
析関係の書物や資料の活用を十分に行い， 
研究打ち合わせを綿密に行うことにより研
究成果をあげたい。 



 
４．研究成果 
単位的可換バナッハ環の間のスペクトル半
径を「和的に」保存する全射についてその形
を完全に決定した。その際に極大イデアル空
間の間の線形荷重合成作用素と共役線形荷
重合成作用素の部分に分けて記述されるこ
とを示した。これは単位的可換 C*-環の間の
線形全射等距離写像に関する Banach-Stone
の定理を含む結果である。また、単位的バナ
ッハ環の可逆元全体からなる群の開部分群
の間の全射等距離写像について、それは与え
られたバナッハ環の間の全射実線形等距離
写像をラディカル要素平行移動したものに
一意的に拡張できることを示した。一般に単
位的半単純可換バナッハ環の間の単位的複
素線形等距離全射は乗法的とは限らない、つ
まりバナッハ空間として同形であっても積
の構造を含めての同型性はまったくいえな
いことは良く知られている。この中で上記結
果を用いると次が分かる：単位的半単純可換
バナッハ環の可逆元全体の群の開部分群間
の全射等距離写像は与えられたバナッハ環
の間の全射等距離実多元環同形写像にユニ
タリー元をかけたものになる。つまり単位的
半単純可換バナッハ環の群の開部分群が距
離空間として同形ならば、与えられたバナッ
ハ環は実バナッハ環として同形であること
がいえる。バナッハ環が非可換の場合は、状
況は複雑であることが十分に予想できるが、
対象とする標準的作用素環（ standard 
operator algebras）の場合には可逆元全体
の群の開部分群の間の等距離写像の一般形
を記述することができた。また、関数環の間
の乗法的にスペクトル、ノルムなどを保存す
る写像の研究においていくつかの知見が得
られた。Mazur-Ulam の定理は距離構造の和の
構造への影響について述べた定理であるが，
これを距離群の場合に転進した。その際に
inverted Jordan product を定義した。距離
群では代数的中点は一意に定めがたくそこ
で代数的中点が等距離写像により保たれる
という主張の Mazur-Ulam の定理に対して
inverted Jordan product が保たれることを
示した。今後この定理の応用が順次示されて
いくと思われる。単位的バナッハ環の可逆元
全体からなる群の開部分群の間の等距離写
像の形を決定した結果を用いて，懸案であっ
た単位的 C*－環の場合に可逆元全体からな
る群の開部分群の間の等距離写像が中心射
影とジョルダン＊同形写像を用いて完全に
記述した。特に与えられる C*－環がヒルベル
ト空間上の有界線形作用素全体からなるバ
ナッハ環の場合にはその形をユニタリー変
換を用いて記述した。また C*－環のユニタリ
ー群の間の等距離写像についてもヒルベル
ト空間上の有界線形作用素全体からなるバ

ナッハ環の場合にはその構造を決定できて
きた。さらにその際に用いられた解析的な方
法を適用することにより正値可逆作用素全
体の間の Thompson 等距離写像についてその
記述をできることとその応用についての展
望を開いた。局所コンパクト群の同形性をそ
の上の環により記述する問題については，局
所コンパクト可換群上の測度環の可逆測度
全体が等距離であれば与えられた局所コン
パクト可換群は同相同形であることが示さ
れた。また球や多重円板で定義された正則関
数からなるある種の F－多元環の間の乗法的
等距離写像の形を決定した。超鏡映的亜距離
空間の間の亜距離保存写像についての結果
をまとめた。さらに関数環の間に定義された
乗法的にスペクトルを保存する写像とその
一般化について，特に弱乗法的に抹消スペク
トルを保存する写像について弱い仮定のも
とで，その形を決定した。等距離写像につい
てその歴史は 1930 年代の Banach－Stone の
定理にまでさかのぼることができるが現在
に至るまで対象となる空間が線形構造をも
ったものについて多くの研究がなされてき
た。このような中で Mazur-Ulam の定理の非
可換化に成功することによりバナッハ環の
線形とは限らない部分構造間の等距離写像
についてその形を決めることができるよう
になってきた。たとえば単位的 C*環のユニタ
リー群の間の等距離写像について一般の場
合についてその形を決定することに展望を
開いた。 
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