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研究成果の概要（和文）： 
 
可積分階層は無限自由度の古典可積分系である．代表的な例として KP 階層と戸田 
階層ならびにそれらの多成分系がある．本研究は数理物理の最近の進展の中から題材 
を取り上げて，可積分階層の理論と応用の両面を考察した．すべての題材は数理物理 
学の最近の進展において重要な役割を果たしている．理論面に関しては，戸田階層， 
無分散戸田階層，B 型ならびに D 型の可積分階層に関して一連の成果があった． 
応用面のテーマは統計力学，ゲージ理論，弦理論からそれらに関連する数学的諸問題 
に至るまで広範囲にわたる．離散的量子力学の可解模型も直交多項式系の観点から 
研究対象とした． 
 
研究成果の概要（英文）： 
 
Integrable hierarchies are a class of classical integrable system. Typical examples are  
the KP hierarchy, the Toda hierarchy and multi-component versions thereof.  This 
research  
is focussed on both theoretical aspects and applications to mathematical physics.   
All materials play an important role in recent progress of mathematical physics.  
As regards the theoretical aspect, we have obtained some results on the Toda 
hierarchy,  
the dispersionless Toda hierarchy and integrable hierarchies of the B and D types.   
Subjects of applications to mathematical physics range over statistical mechanics,  
gauge theories, string theories and related mathematical issues.  Solvable models  
in discrete quantum mechanics are also studied in the context of orthogonal 
polynomials.  
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１．研究開始当初の背景 
 
申請者は本研究に先立つ基盤研究(C)の研究
課題「可積分系と数理物理の新たな接点の探
求」において，数理物理の最近の進展の中に
可積分階層の研究の新たな題材を探った．
その成果として，超対称ゲージ理論のイン
スタントン和や統計力学の溶解結晶模型に
関する諸問題（戸田階層との関係，量子トー
ラス代数対称性，熱力学的極限と無分散戸
田階層の関係），可積分階層とその無分散極
限の理論的諸問題（可積分階層における微分
フェイ等式やその差分類似の新たな役割，
DKP 階層ななどの D 型可積分階層の無分散
極限の構造，無分散可積分階層の有限変数
簡約におけるレブナー型方程式の役割），対
数的時間発展による可積分階層の拡張の問
題（ソリトン方程式のいわゆる 2+1 次元拡張
との類似性，双線形形式の構造）などについ
て一定の結果を得ることができた．これら
の問題は孤立したものではなく，国内外の
近年の可積分階層の研究の動向と密接に関
連している．そこには，未解明の部分や新
たな発展が期待できる部分も多く，引き続
き研究を進めることが望まれていた． 
 さらに，この研究課題を追求する過程で
申請者自身は新たな結果を得る段階には至
らなかったが，ランダム行列や直交多項式
系の研究において多成分 KP 階層が注目され
ていること，3 次元トーリックカラビ-ヤウ
多様体上の位相的弦理論においても多成分
KP 階層との関係が論じられていること，量
子可積分系のベーテ仮設法に現れる行列式
(イゼルギン-コレピン行列式やスラブノフ行
列式）が KP 階層や戸田階層の τ函数として
解釈できること，それと関連して交代符号
行列の数え上げなどの組合せ論的問題にお
いても可積分階層の τ函数として解釈できる
量が現れることなどを学んだ． 
 
 
 
２．研究の目的 
 
(1) 研究開始当初は次のような目標を掲げ
た． 

① KP 階層や戸田階層の準古典展開を
すべての次数にわたって詳しく考察
する．たとえば，最低次部分すなわ
ち無分散極限については有限変数簡
約や解の幾何学的記述が知られてい

るが，高次部分におけるそれらの対
応物を探る． 

② D 型可積分階層の無分散極限は，有
理函数で記述される無分散 KP・戸
田階層などと違って，楕円曲線の変
形方程式と見なせる．この場合につ
いて無分散 KP・戸田階層の有限変
数簡約や解の幾何学的記述の類似を
探る． 

③ 量子トーラス代数対称性の役割をイ
ンスタントン和・溶解結晶模型以外
の問題にも探る．特に，球面のフル
ビッツ数の母函数とそのｑ類似（い
ずれもKP階層や戸田階層の τ函数に
なることが知られている）が有望な
対象と思われる． 

④ 多成分 KP 階層とその無分散極限の
役割をランダム分割とその多次元化
（ランダム平面分割など）に関わる
問題において探る． 

⑤ ベーテ仮設法においてイゼルギン-コ
レピン行列式やスラブノフ行列式な
どの行列式構造が現れる理由を解明
し，ベーテ状態の内積を一般化され
た τ 函数として理解する． 

⑥ 以前の研究ではあまり成果が得られ
なかった確率過程と可積分階層の関
わりの問題について，新たな観点か
ら取り組む． 

 
(2) その後研究が進むにつれて，いくつかの
目標が修正される一方，次のような目標が
新たに加わった． 

① D 型可積分階層と B 型可積分階層の
結合系を考察し，特殊解，フェイ型
等式，無分散極限などを考察する． 

② アブロビッツ-ラディック階層に対し
て戸田階層との関係，フェイ型等式
や無分散極限の構造，溶解結晶模型
や位相的弦理論との関わりなどを探
る． 

③ 溶解結晶模型の熱力学極限や位相的
弦理論の振幅函数を参考にしつつ，
フロベニウス構造の新たな例の構成
や数理物理への応用を試みる． 

④ 一般化コニフォルドと呼ばれる特殊
な 3 次元トーリックカラビ-ヤウ多様
体の上の位相的弦理論の振幅函数を
可積分階層や量子ミラー曲線の観点
から考察する． 

 



 

３．研究の方法 
 
(1) 可積分階層の準古典展開に関する研究
をモスクワ在住の研究協力者である武部尚
志と共同で行った．KP 階層の場合について
は以前からの共同研究で成果が上がってお
り，この研究では戸田階層や多成分 KP 階層
も同様の方法で扱うことをめざした．ラン
ダム行列に対する B.エナールと N.オランタ
ンの位相的漸化式の理論も重要な指針を示
すものと期待された． 
 
(2) D 型や B 型の可積分階層については，関
連するテーマを研究している筧三郎（立教大
学），塩田隆比呂（京都大学）やモスクワの
専門家 A.オルロフと連絡をとりながら研究
を進めることにした．特にオルロフは D型と
B 型の結合系の定式化や特殊解の構成に関し
て成果を上げつつあった．そこで，申請者
が D型や B型の可積分階層について行ったフ
ェイ型等式や無分散極限の研究をオルロフ
の結合系に拡張することをめざした． 
 
(3)インスタントン和・溶解結晶模型につい
ては，中津了勇（摂南大学）と引き続き共同
で研究を続けた．以前の共同研究には熱力
学極限の取り扱いに誤りがあることが明ら
かになり，4 次元の N=2 超対称ゲージ理論の
インスタントン和の熱力学極限に対するネ
クラソフとマルシャコフの研究を参考にし
て，熱力学極限の扱い方を考え直すことに
なった．同時に SU(N) ゲージ理論への拡張
も試みることになった．また，以前の研究
で溶解結晶模型の可積分構造を説明する鍵
となった量子トーラス代数のシフト対称性
について，その正当性に若干の疑問が生じ
たので，問題点の洗い出しを行うことにな
った． 
 
(4)アブロビッツ-ラディック階層について
は，2+1 次元拡張や対数的時間発展について
の考察が当初の理解を深めるのに役立った．
その後，B.ドゥブロビンや A.ブリニらが新
たな観点からアブロビッツ-ラディック階層
に関心を持っていることを知った．特にブ

リニの研究は溶解結晶模型や位相的弦理論
とアブロビッツ-ラディック階層の関係を示
すものであり，そこから新たな題材や方法
を学ぶことにした． 
 
(5 ) フルビッツ数の母函数については，以
前から可積分階層との密接な関係が知られ
ており，既存の研究から題材や方法を学ぶ
ことにした．母函数は一種の種数展開をも
ち，その最低次部分は無分散可積分階層の
解になると期待される．このことを探るに
は，以前行った c=1弦理論に関する研究が参
考になると考えた． 
 
(6) アメリカ在住の村瀬元彦（カリフォルニ
ア大学デイビス校）からフルビッツ数の母函
数に対するエナール-オランタン理論の観点
からの研究を学び，同様の観点でフルビッ
ツ数の q変形の母函数や位相的弦理論の振幅
函数を調べることができると考えた．これ
らの函数をフェルミオン表示することによ
って溶解結晶模型と類似する構造が見えて
くるということにも注目した． 
 
(7) 量子可積分系や可解な確率過程の研究
については，連携協力者の佐々木隆（京都大
学）の協力を仰いだ． 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 武部尚志と共同で，戸田階層に対して
準古典展開をもつ解の一般的記述を与えた．
解の記述はラックス作用素とオルロフ-シュ
ルマン作用素に対する一般化弦方程式から
出発する．この般化弦方程式を準古典展開
して巨大な連立方程式に書き直し，それら
が漸化式として解けることを示した．これ
は KP 階層に関して以前行った研究の戸田階
層への拡張であり，KP 階層の場合とともに，
可積分階層の準古典展開に関する基本的な
結果と考えられる．ただし，当初期待して
いたエナール-オランタン理論との比較はう
まく行かないことが判明した． 

 
(2)  4次元のN=2超対称U(1)ゲージ理論のイ
ンスタントン和の熱力学極限を参考にしつつ，
５次元超対称U(1)ゲージ理論のインスタント
ン和である溶解結晶模型に対しても，熱力学
的極限の正しい扱い方を見出すことができた．
いずれの場合も，熱力学極限を記述するリー
マン-ヒルベルト問題の解は具体的に求める
ことができる．さらに，それらの解は無分散
戸田階層の一般化弦方程式を満たす解に対応
する，ということが明らかになった． 

 ただし，４次元理論に対応する解は一般化
弦方程式によって一意的に定まるが，５次元
理論に対応する解は一般化弦方程式では完全
には決まらない，という奇妙な状況も明らか
になった．この結果は背後に戸田階層よりも
大きな可積分系が存在することを示唆するも
のと思われる． 
 さらに，この溶解結晶模型を 5次元 U(1)ゲ
ージ論のチャーン-サイモンズ項で変形した
模型の熱力学極限も同様の方法で扱えること
がわかったが，この結果も背後に未知の可積



 

分系が存在することを示唆している． 
 SU(N)ゲージ理論のインスタントン和の熱
力学的極限についても部分的な結果が得られ
ているが，まだ完全な解決には至っていな
い． 
 
(3) 球面の 2 重フルヴィッツ数の母函数は戸
田階層の τ 函数とみなせることが知られて
いる．この τ 函数の定める戸田階層の解に
対して一般化弦方程式を導出し，その準古典
（無分散）極限が c=1 弦理論の一般化弦方程
式と同様に扱えることを見出した．時間変数
を特殊化すれば，そこからフルビッツ数と密
接な関係にあるランベルト函数が現れる．こ
れはエナール-オランタン理論の意味でのス
ペクトル曲線を戸田階層の枠組みで導出した
ものと解釈される． 
 
(4) 無分散戸田階層の有限変数簡約の新たな
例や既知の例の拡張を見出し，それらに内在
するフロベニウス構造も考察した．既知の例
の拡張の中にはアブロビッツ-ラディック階
層の無分散極限も含まれている．新たに見出
した有限変数簡約の例はJ.T.ファーガソンと
I.A.B.ストローンが無分散 KP 階層において
考察した一般化 waterbag 解と類似する構造
をもち，彼らの方法にならってフロベニウス
構造を構成できることがわかった．しかし，
これらには第 2 のフロベニウス構造を具体的
に構成できないという共通の難点点もあり，
今後の研究に課題を残している． 
 
(5) 前述の溶解結晶模型を少し修正した模型
がアブロビッツ-ラディック階層の解を与え
ることがわかった． 
 この模型の分配函数はコニフォルド上の位
相的弦理論の振幅函数とみなすこともできる．
ブリニはこの振幅函数の種数展開の最低次部
分がアブロビッツ-ラディック階層の無分散
極限の解であることに注目し，振幅函数自体
がアブロビッツ-ラディック階層の解である
ことを予想して，種数展開の低次でその予想
を確かめた． 
 この予想に対して，ここでは溶解結晶模型
の可積分構造の研究のために開発した技法を
修正・拡張しながら利用した．また，その過
程で，技術的な要である量子トーラス代数の
シフト対称性を以前の研究よりも確実な形で
確認した． 
 この結果を一般化コニフォルドと呼ばれる
３次元カラビ-ヤウ多様体上の位相的弦理論
の振幅函数に拡張することは興味深い問題で
ある． 
 
(6)一般化コニフォルド上の位相的弦理論の
振幅函数のある種の母函数がｑ差分方程式

を満たすことを示した．これは S.グコフと
P.スルコフスキー予想していたものである
が，ｑ差分方程式の形は彼らが予想してい
たものとは少し異なる．弦理論の観点では，
これは弦の波動関数が満たす方程式であり，
一般化コニフォルドの量子ミラー曲線を表
現するものと解釈される． 
 この結果自体はそれほど奥深いものでは
ない．可積分階層の観点から見れば，この
母函数は KP 階層の解のベイカー-アヒーゼ
ル函数（の時間変数に関する特殊値）にほ
かならない．これを出発点として，一般化
コニフォルド上の振幅函数を多成分 KP 階
層の観点から理解することが今後追求すべ
き課題である． 
 
(7)  A.オルロフ，塩田隆比呂との共同研究
で，B 型，D 型，ならびにそれらの結合系の
可積分階層に対して，パフィアンで記述され
るさまざまな解を見出した．これらはパフィ
アンと関係するランダム行列・ランダム分割
模型や超幾何函数・球関数論に応用できるも
のと期待される．ただ，広田方程式，フェイ
型等式，補助線形問題など可積分階層自体の
構造はまだ十分に解明されていない． 
 
(8) 連携研究者の佐々木隆は 1 次元の離散的
量子力学系の観点からさまざまな直交函数系
を統一的に扱う方法を示した．その鍵となる
のは離散的なハミルトニアンの因子化，ダル
ブー-クラム変換，形状不変性，動力学的対
称性，準可解性などである．連続的量子力学
系の場合にはこれらの技法は長年にわたって
利用されてきた．それを離散化することによ
って，古典的な直交多項式系やアスキースキ
ームの直交多項式系を統一的に扱えるのみな
らず，新しい（例外型）直交多項式系を発見
することも可能になった． 
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