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研究成果の概要（和文）： 
環境効果の入ったアレン・カーン型方程式や飽和効果をもつケモタキシス系などのパターン形
成問題において、対応する非線形反応・拡散偏微分方程式を解析し、非一様定常パターンの数
学的に厳密な存在証明を行った。 
 
研究成果の概要（英文）： 
We proved existence of non-constant stationary solutions to nonlinear reaction-diffusion 
equations arising in some pattern formation problems, for example,  an Allen-Chan model 
with non-homogeneous environment and a Chemotaxis model with saturation effect.  
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１．研究開始当初の背景 
偏微分方程式は自然現象、生命現象の数理

モデルとして、あるいは幾何学的対象を解析
的に研究する際に広く現れる。特に、さまざ
まな非線形現象の記述に現れる非線形偏微
分方程式は多岐にわたり、個々の非線形偏微
分方程式の解の構造を解明することで、対応
する非線形現象の数学的な知見を深めるこ
とは重要である。近年、そうしたさまざまな
現象を記述する数理モデルに現れる非線形
偏微分方程式の数学的研究は、個々の現象理
解に強く関わりを持ちながら多様な数学的
アプローチから、内在する数学的構造の研究
に新たな進展を引き起こしている状況にあ

る。本研究の全体的構想としては、そうした
個々の興味深い非線形現象を記述する非線
形偏微分方程式の解の構造を数学的に解明
して現象のより深い理解を獲得することを
目指すと同時に、特に環境効果の解の構造へ
の影響に重点をおいて、その解析の基礎にも
なる線形偏微分方程式の定性的かつ定量的
な解の構造の研究をも視野にいれた総合的
研究を目的としたものである。また、固有値
最適化問題、最適形状問題などにおける最適
解の形状の研究などは、線形偏微分方程式で
記述される境界値問題が元になっていると
はいえ、現象的には一意性の崩れなど非線形
現象の一種と見なしての統一的視点をもっ
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て研究していく方がいいと考えており、線形
およびさまざまな非線形偏微分方程式を取
り扱う構想を持っている。そのために、扱う
現象も多岐にわたるため、変分問題、最適化
問題、非線形偏微分方程式、スペクトル理論、
数値解析、数値シミュレーションおよび調和
解析における研究テーマを研究し続けてい
る連携研究者らと適宜連携をとりながら、多
面的な角度からの現象の解析を意図したも
のである。 
 
２．研究の目的 
(1)さまざまな数理生態学モデルにおいて、そ
の多様な安定定常パターンの存在問題を、環
境効果や飽和効果という観点から追及する。
特に、個体数が小さいときには固体増殖率が
ロジスチック法則におけるように一定では
なく個体数に比例するというアレ効果を考
慮した増殖モデルにおけるパターン形成の
研究、アレン・カーン型の等価なエネルギー
値をもつ双安定なモデルでの環境効果によ
る安定パターンが出現の研究、飽和効果の入
った走化性現象を記述するあるケモタキシ
ス系モデルなどの多重スパイク状の定常解
の研究などを目的とする。 
(2) 固有値問題や非線形問題などに付随する
無現次元の最適化問題に対して、研究代表者
らはディリクレ境界条件下での固有値最適
化問題の研究で、最適解の存在と領域のもつ
対称性でシュタイナー対称性を最適解は保
存するが、一般に軸対称性とか球対称性は崩
れる現象を見出している。ここでは対称性の
崩れ現象の定量的解析の研究を行うことを
目的とする。さらに、ノイマン境界条件下で
の最適解の形状の研究も数理生態学や超伝
導モデルからの動機から興味深く、その最適
解の定性的研究の重要性が増している。最適
解の存在は証明されているものの、その定性
的解析は困難な状況にあるのが現状ではあ
るが、ロバン境界条件のもとでの現象を含め、
その研究を進めたい。 
(3) 連携研究者らの協力を得ながら、ボー
ズ・アインシュタイン凝縮現象、相分離現象、
超伝導現象などに現れる非線形楕円型方程
式系、非線形シュレディンガー方程式、非線
形固有値問題などの解の構造の研究、および
種々の楕円型作用素の固有値の定量的評価
の研究を行うことを目的とする。 
 
３．研究の方法 
変分法、偏微分方程式、非線形解析、数値シ
ミュレーションなどのさまざまな手法の検
討を行いながら、偏微分方程式の解の構造の
研究、固有値問題や非線形楕円型境界値問題
等における最適化問題、数理生態学における
パターン形成と環境効果および飽和効果と
の関係、反応拡散方程式系の定常解の構造の

研究、また物理における超伝導現象や相分離
現象などに現れるさまざまな解の構造の研
究を行う。研究代表者は、個々の項目におい
て、連携研究者の協力を適宜得て、変分問題、
最適化問題、偏微分方程式の研究の統括を行
う。変分問題については、連携研究者の神保
秀一氏には固有値問題や超伝導現象の問題、
田中和永氏には変分法および特異摂動問題、
柴田徹太郎氏には非線形固有値問題および
漸近解析、柴田将敬氏には非線形シュレディ
ンガー方程式に関する助言・協力を得ながら
研究を行う。 
 
４．研究成果 
(1) 研究代表者の倉田は、以下の研究成果を
得た。 
①松澤寛氏（沼津高専）との共同研究におい
て、エネルギーバランスのあるアレン・カー
ン型の双安定な反応拡散方程式において環
境効果によって、空間非一様な安定定常パタ
ーンの多重存在に関する研究を行った。エネ
ルギーバランスがある場合のパターン形成
への新たな環境効果を明らかにした点、一定
の意義がある成果となっている。 
②森本光太郎氏（鎌倉女子大）との共同研究
において、ギーラー・マインハルト系に対す
る森本光太郎氏との共同研究の手法を発展
させ、飽和効果のあるケモタキシス系におけ
るパターン形成問題に対して、軸対称な領域
上での軸対象な解でいくつかの点に凝縮す
るような多重スパイク定常解の構成を行っ
た。軸対称領域という対称性の仮定はあるも
のの、飽和効果のある系に対する汎用的な１
つの解析法を提示している点で、今後の展開
の１つの基礎になりうるものと思われる。 
③連携研究者の１人でもある神保秀一氏（北
大）との共同研究において、細い領域でのラ
プラシアンのディリクレ・ノイマン混合境界
条件下での固有値を考え、幅の値をゼロに近
づけたときの詳細な漸近的展開公式を得た。
この問題での平均曲率等の幾何的な要因の
役割を詳細に取りだすことに成功した点、関
連する話題へのインパクトが大きいと思わ
れる。 
④島崎大地氏（首都大・大学院生）との共同
研究において、環境が時間とともに変動する
ような効果をもつ反応拡散方程式に対して、 
進行波解の存在問題を変分問題の観点から
研究した。 
⑤ 垣内達行氏（首都大・大学院生）との共
同研究において、オーミック加熱現象を記述
する数理モデルに現れる非線形楕円型境界
値問題の解の構造を、物理的にも自然なロバ
ン境界条件の下で研究し、ディリクレ境界条
件の場合より豊富な解の構造を持つことを
示した。 
 



 

 

(2) 連携研究者の神保秀一氏は、全般に楕円
型作用素の固有値の挙動の解析に関する課
題に取り組み、以下の成果を得た。 
①領域変形と電磁波の固有振動の摂動問題:
マックスウェルの波動方程式に現れる振動
解の振動数を特徴付け, 滑らかな領域変形
に関する変分公式(アダマール型変分公式の
導出)を求めた。 
②特異領域変形と変数係数楕円型作用素の
固有値の漸近挙動:小さな穴あるいは管状の
穴を持つ領域における変数係数をもつ楕円
型作用素の固有値の挙動(漸近公式)を求め
た。 
③小さな剛性率をもつラメ作用素の固有値
の特徴付け(鎌田聖也氏と共同研究): 弾性
体方程式の主要部をなすラメ作用素につい
て第２ラメ定数が微小になる際の固有値の
精密な挙動を求めた。 
 
(3) 連携研究者の田中和永氏は、以下の研究
を行った。 
①非線形楕円型方程式に対する特異摂動問
題を中心に研究を行った。従来、極限方程式
に対して解の一意性、非退化性を仮定し 
Lyapunov-Schmidt 法等により議論されるこ
とが多かったが、それを仮定せずに解の存在
を議論する局所的な変分的手法を見いだし、 
種々の設定の下で凝集解の存在を示した。こ
の方法論は、今後のこの分野の進展に大きく
寄与するものと思われる。 
②球対称な解の存在についても議論し、古典
的な Berestycki-Lions の結果の拡張を行
った。 
③シュレディンガー方程式系に関する 
ground state の存在, および初期値問題の
可解性を論じた。 
④非線形振動に現れる非線形常微分方程式
に対して高振動解の profile および存在を
議論した。 
 
(4) 連携研究者の柴田徹太郎氏は、以下の研
究を行った。 
①常微分方程式の分岐問題において、方程式
が非自励系の場合や、方程式が sin u を含
む場合にその分岐曲線の局所的・大域的漸近
挙動の解析を行った。 
②常微分方程式論的手法・変分法を主な解析
手段として、非線形楕円型固有値問題の固有
値と固有関数の漸近的性質の詳細に解析す
ること、また付随する逆問題を研究した。特
に、常微分方程式の固有値問題の解の分岐曲
線の局所的・大域的漸近挙動の解析と逆固有
値問題の研究に関し、以下の成果を得た。 
・１パラメーター固有値問題の分岐曲線の局
所的・大域的漸近挙動と逆問題との関連を 
明らかにした。 
・分岐曲線の局所的・大域的漸近挙動などの

特徴から未知の非線形項を決定する逆固有
値問題について、一意性や未知の非線形項の
再構成などに関する成果を得た。 
 
(5) 連携研究者の柴田将敬氏は、以下の研究
行った。 
①入江博氏（東京電機大学）との共同研究に
おいて、無限次元シンプレクティック
Hilbert 空間における Hofer 幾何について研
究を行い、適当な条件下では Hofer 幾何の構
造があることを確認した。 
②足達慎二氏（静岡大学）、渡辺達也氏（京
都産業大学）との共同研究において、準線形
シュレディンガー方程式の ground state に
ついて研究し、漸近挙動、解の一意性、非退
化性についての結果を得た。 
③一般的な非線形項をもつ、半線形シュレデ
ィンガー方程式の定在波解について研究を
行い、安定な定在波解が存在するための条件
を考察した。また、定在波解の安定性を示す
ため有用な、新しいリアレンジメント不等式
を開発した. 
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