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研究成果の概要（和文）: １次元 n×n 保存則方程式系の初期値問題の可解性については，

A.Bressan 等による波面追跡法を用いた一連の研究があるが，その証明手段はかなり複雑であ

る。本研究では，１次元 2×2 保存則方程式系の場合にリーマン問題（初期値が階段関数）に

ついてショック曲線の幾何学的構造の解明を行った。そして，その構造理論を用いて一般の初

期値問題を扱い，波面追跡法における議論の簡略化に成功した。また，非線形等方的退化放物

型方程式に対する初期値・境界値問題を考察し，エントロピー解の比較定理と存在定理を得た。

研究成果の概要（英文）：The theory of the Cauchy problem for one-dimensinal n×n systems
of conservation laws has evolved from a set of works by A. Bressan et al via the front
tracking method. The argument developed there is, however, rather complex. In this
research we restricted ourself to the case of one-dimensional 2×2 systems of conservation
laws and succeeded to make clear the geometrical structure of shock curves for the
Riemann problem (with initial data of step functions). Using the structure theory
established here we gave a simple argument in the front trucking method and proved the
existence of entropy solutions to general Cauchy problems. Besides, we obtained the
comparison and existence of entropy solutions to nonlinear anisotropic degenerate
parabolic equations with initial-boundary conditions.
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1. 研究開始当初の背景

(1)非線型退化放物型方程式は多孔質媒体

内の2層流問題や流体の浸潤問題に現れる。

非線形退化放物型方程式に対するコーシー

問題の弱解の一意性問題はVolpert, Hudj-

uer(1969)により解決された。その結果から

30年以上の長い間、初期値・境界値問題の

弱解の一意性問題は未解決であったが，
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Carrillo(1999) によって初期値・斉次

境界値に対するエントロピー解の一意
性が証明された。尚，弱解とエントロピー

解の関係については研究代表者の結果(200

3)がある。Mascia, Porreta, Terracina(2

002)とMichel, Vovelle(2003)は、初期値・

斉次境界値に対するCarrilloの結果を拡張

することによりＬ∞空間内でエントロピー

解の一意性・存在性を議論した。さらに，

研究代表者(2006)によってＬ∞空間内でエ

ントロピー解の比較定理が証明された。一

般に近似方程式に対するＢＶ評価は期待で

きないので，Ｌ∞空間枠内での扱いは，数値

解析と近似問題の研究においても不可欠な

ものである。従って，初期値・境界値問題

の理論の研究は，それ自身が重要のみなら

ず，数値解析の進展にも大きく関わってい

る。

(2)非線形保存型方程式は物理学における

基本法則であるエネルギー保存の法則，質

量保存の法則などの種々な保存則の数学的

モデルある。非線形保存型方程式系の研究

は半世紀前から始まり，現在でもなお活発

に研究がなされている。非線形保存型方程

式系に対するコーシー問題は十分小さいＢ

Ｖ初期値に対しては，Bressanを中心とする

研究グループによってエントロピー解の一

意存在が示されているが，一般のＢＶ初期

値に対しては未解決である。非線形保存型

方程式系に対するコーシー問題の時空間的

な大域解の理論の確立にはショック曲線の

大域的存在を示す必要がある。ショック曲

線の局所存在については，Lax（1957）によ

って示されているが，大域的存在について

は未解決である。これについてはショック

曲線が大域的に存在しない例が存在するの

で、大域的に存在するための条件を発見す

る必要がある。近似問題・差分近似による

数値解析においてもショック曲線が重要な

役割をしているので，数値解析の進展にお

いてもショック曲線の研究は重要である。

2. 研究の目的

(1)非線形退化放物型方程式に対する初期

値・境界値問題に対するエントロピー解の構

造研究，特に一意性・存在性・安定性理論の

研究を行う。これらにおいて適切な境界条件

を如何に設定すべきかは興味ある未だ解決さ

れていない問題であるので，適切な境界条件

を見出し，その理論の確立を目指す。その理

論により初期値・境界値問題の解の構造が明

らかになることで．数値解析への寄与も目的

とする。

(2) n×n非線形双曲型偏微分方程式系に対

するコーシー問題ついては，特にn×n非線形

保存型方程式系の研究を行う。n×n非線形保

存型方程式系に対するコーシー問題の時空間

的な大域解の理論は殆ど未解決であるので，

先ず2×2非線形保存型方程式系に対しての研

究をショック曲線の新しい幾何学的性質を探

求することにより研究を行い，解決への糸口

を探り，時空間的な大域解の理論の確立を目

的とする。

(3)退化放物型方程式の研究においては，P.L.

Lions, Perthame, Tadmor によって導入さ

れた(全空間 Rn 上のコーシー問題に対する)

キネティック理論を非等方的退化放物型-双

曲型方程式の初期値・境界値問題に対して改

良し，測度論，実解析的手法を用いて，エン

トロピー解の構造理論の確立を目的とする。

(4) 保存則方程式系について，ショック曲線
の新しい性質を用いた近似問題・差分近似問
題の研究を行う。さらに，ショック曲線の幾
何学的解析，波面追跡法，粘性項消滅法を基
調とし，かつ発展方程式論的方法を取り入れ
た研究を進める。

３．研究の方法

(1)エントロピー解の構造理論構築の達成を
次の方法で行った。。研究課題についての新
しい知見を得るために，文献研究，研究打合
せ，情報の収集を行った。非線形退化放物方
程式は主として研究代表者が担当した。n×n
非線形双曲型方程式系（保存型方程式系）は，
研究分担者とＨ22 年度研究協力者（宇宙航空
開発機構 JAXA・総合技術研究本部・高橋匡康）
と共に研究した。数値解析の研究は、H22 研
究協力者が差分近似法と有限体積法を中心
に研究を行った。

(2)本研究は，各国，各方面の研究者から専
門的知識・協力と最新の研究情報の供与を受
け，これらの研究者と研究打合せを行うこと
により進めた。具体的には，次の方法で研究
を遂行した。

○1 非線形退化放物型方程式については，P. L.

LionsとPerthameによるキネティック理論を

用いて研究を行った。すなわち，双曲型方程

式のコーシー問題において開発されたキネ

ティック理論を有界領域における非線形退



化放物型方程式に対する初期値・境界値問題

へ拡張し，その理論の構築を図った。この方

面の先駆的研究を進めていたヨーロッパの

研究者，特に、Vovelle准教授（フランス），

Otto教授（ドイツ）の研究方法をとった。

○2 n×n 非線形双曲型方程式系に対するコ

ーシー問題については，Smoller， Johnson

によるショック曲線の研究を幾何学的，解析

的に深めることを努めた。さらに，Bressan

による波面追跡法とBianchini，Bressanによ

る粘性項消滅法について研究し，その改良を

試みることを努めた。

○3 得られた研究成果については，適時に国

内・国外の研究集会で公表し，レビューを受

け，関連した最新の研究情報の供与を受けた。

このための経費として，次の項目を必要とし

た。

・外国の研究者との研究打合せおよび研究

成果発表のための外国旅費

・国内の研究者との研究打合せおよび研究

成果発表のための国内旅費

・研究資料および関連図書の購入費

・論文執筆の際に必要な経費

○研究計画・方法の関連図

研究成果の口頭発表

研究成果の論文発表

４．研究成果

(1)ｎ次元空間 Rn の有界矩形上の非等方的退
化双曲-放物型方程式に対する非斉次境界値
問題の優エントロピー解と劣エントロピー
解の比較定理およびエントロピー解の一意
性・存在性の結果を得た（論文○5 ）。この結
果は，研究代表者により得られていた等方双
曲-放物型の場合の結果（２００６）を非等
方 的 の 場 合 に 拡 張 し て い る 。 ま た ，
Chen-Perthame により得られていたコーシー
問題の結果（２００３）に対する初期値・境
界値問題バージョンである。一般の有界領域
でなく有界矩形上のみで問題を扱った理由
は，方程式の中に現れる非等方的拡散行列に
対して課す条件が，空間 Rnの回転変換に関し
て不変でないので，局所座標系の方法が利用
できないからである。一般の有界領域に適応
できる理論を構築することは，今後の興味あ
る問題である。なお，初期値・境界値問題に
対する結果としてはこれが最初である。

(2) Riemann 問題については,1960 年代後半

から70年代にかけてのJ. A. SmollerとJ. L.

Johnson による一連の結果, 1972 年の V. A.

Borovikov による結果, 1978 年の B. L.

Keyfitz と H. C. Kranzer による結果が有名

である。本研究では, 1960 年代後半から 70

年代にかけての J. A. Smoller と J. L.

Johnson による一連の結果の不備を見つけ

反例を示すことでそれを指摘した（論文○4 ）。

そして，これらの結果の拡張を意識した方法

により再証明を与えた（論文○1 ）。この証明

方法は，V. A. Borovikov による論文や B. L.

Keyfitz と H. C. Kranzer による論文では見

られなかった新しい方法である。さらに，こ

の証明方法をさらに拡張することにより，凸

性に関する条件を仮定せずに Riemann問題の

一意可解性を示した。また，Riemann 問題の

解の存在については，1970 年代前半から後半

にかけての C. M. Dafermos による一連の結

果が有名である。その証明方法は適用範囲が

とても広く，現在でも様々な保存則系の解の

存在定理の証明に用いられている。特に，本

研究では１次元 2×2 保存系の Riemann 問題

の可解性について，1970 年代前半から後半に

かけての Dafermos の Riemann 問題の解の存

在に関する一連の結果における証明方法を

用いることで，非線形波動方程式を抽象化し

た保存則系についての解の存在定理を得た

（論文○2 ）。この結果は流束に関する仮定を

大幅に緩和している。さらに，流束が狭義単

調である場合の保存則系や粘性保存則系に

も適用できるように改良した。今後において

エントロピー解の
研究

研究打ち合わせ
研究集会

最新の知見の獲得

各国研究者との専
門的知識の情報交

換

退化放物型研究

保存型方程式研究



様々な非線形偏微分方程式にも応用される

ことが期待される。

(3) 一般の初期値問題については，１次元

n×n保存則方程式系の一般の初期値問の

可解性については，1990 年代前半から後半

にかけての A. Bressan らによる波面追を

用いた一連の結果が有名である。しかし,

その証明手法は複雑なため理解が難しく，

さらには，厳密とは言い難い部分もある。

本研究では，１次元２×２保存則方程式系

の Riemann問題に関する研究で得られ構造

理論を一般の初期値問題に適用すること

で，１次元２×２保存則方程式系に対する

波面追跡法の簡略化を行い，その証明を厳

密にした（論文○3 ）。
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