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研究成果の概要（和文）：周期的可積分セルオートマトンの等位集合に関する分配関数のフェル

ミ型公式と呼ばれる、組合せ論の分野における新しい数学公式を発見し証明した。また、古典

可積分系として有名な戸田格子の特殊な離散化であるトロピカル周期戸田格子に対して、二色

の帯によるセルオートマトン的な記述を考案し、それを用いてこの力学系の相空間構造の決定

に重要な可換なフェイズフロー（一般化された時間発展）を構成することに成功した。 
 
研究成果の概要（英文）：We found and proved a new mathematical formula in the field of 
combinatorics. That is called a fermionic formula for partition functions associated with  
level set of a periodic integrable cellular automaton. By inventing a 
cellular-automaton-like description in terms of two colored strips, we also succeeded 
to construct a family of commuting phase flows (generalized time evolutions) in tropical 
periodic Toda lattice, a special discrete limit of well known Toda lattice in the field 
of classical integrable systems. The phase flows are important to determine the structure 
of the phase space of this dynamical system. 
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１．研究開始当初の背景 
（１）1990 年代より KdV 方程式や戸田方程
式のソリトン解の性質を再現するような 1次
元セルオートマトン（箱玉系）が研究されて
いた。この力学系は、一つの側面として、連
続的な古典可積分系に対する時間・空間変数
の離散化により得られる離散可積分系から、
さらに従属変数の離散化を行なってできる
「超離散」力学系という特色を持つものであ
り、もう一つの側面としては、統計力学の２

次元可解格子模型の低温極限という特徴づ
けを持つものであった。 
（２）後者の発展として 2000 年頃には量子
群の結晶基底の理論を応用した同様の性質
を持つ「可積分」セルオートマトンの系統的
な構成が成されていた。これらの 1 次元セル
オートマトンは、その研究の当初は両端が無
限遠に伸びているという境界条件のみが扱
われていたが、2000 年頃から周期境界条件
を持つ系（周期箱玉系）の研究が始まる。し



かし、ここで扱われた時間発展は 1 種類のみ
であった。 

     図１．周期箱玉系 
 

（３）2006 年には周期箱玉系における可換
な時間発展の族が結晶基底と組合せ論的ベ
ーテ仮説の応用により構成された。この研究
をもとに、本課題の研究代表者は周期箱玉系
の等位集合の構造に対する理解を深め、2010
年初頭にはいくつかの予備的な結果を得て
いた。しかし、周期境界をもつ可積分セルオ
ートマトンの系統的な一般化など学術的に
より高度な課題に関しては技術的・概念的な
難問が多く、数学として明快な理論の構築が
待たれていた。 

上から下に向かって時間発展している。この
例では、振幅が１，２，３のソリトンが１つ
ずつある。どの振幅のソリトンが何個あるか
というリストが保存量になっている。 
 統計力学の２次元可解格子模型では、角転
送行列の方法により分配関数および１点関
数が１次元状態和として計算され、多くの場
合にそれはｑ二項係数をもちいた具体的公
式（フェルミ型公式）として求められる。周
期的可積分セルオートマトンの状態に対し
ても角転送行列に相当するエネルギーを用
いた一種の分配関数を定義することができ
る。周期箱玉系を A型ランク 1と呼ばれる場
合の可解格子模型と同一視したとき、その等
位集合上において定義される分配関数がフ
ェルミ型公式で書き表せるという予想が得
られていた。今回、この予想の証明が得られ
たことが成果である。 

２．研究の目的 
  アフィン・リー代数に関連した周期的可
積分セルオートマトンを構成し、その等位集
合の構造を解明すること。さらには、古典力
学の完全積分可能系におけるアーノルド・リ
ウビルの定理に相当する定理を発見し、等位
集合の大域構造という観点から超離散可積
分系の基礎理論を構築することが研究開始
当初の目的であった。 

 等位集合は図２のようなヤング図形で表
される保存量によりラベルされる。 

３．研究の方法  
 現代的な数理物理学の研究手法として

標準的かつ効率的と考えられる以下のよう
な方法をとった。 

 
 
 （１）最新の論文や専門書を読み、紙と鉛筆

をつかって計算や論証を行い、理論的な考察
を深めた。 
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 （２）統計力学、可積分系および非線形発展
方程式に関する国際会議や研究会で国内外
の研究者と交流し、研究上の議論や情報交換
を行なって視野を広めつつ問題解決に使え
そうな手法の探索および開発を行った。 

     図２．保存量とそのラベル 
 
これは系に含まれているソリトンのリスト
を表しており、時間発展のもとで変化しない。 
結果は図３によって定義されるｑ整数とｑ
二項係数によって記述される。 

（３）計算機の数式処理システムを利用し、
プログラムを組んで可積分セルオートマト
ンを計算機上で実現した。多数の例を作って
観察することにより、数学的な定理を予想し
た。予想の一部は紙と鉛筆を使った理論的な
考察により証明された。 
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 ４．研究成果 
 （１）可積分セルオートマトンである周期箱

玉系の等位集合の構造を反映する興味深い
対象として、分配関数の定義とそのフェルミ
型公式を予想し、証明を行なった（論文③）。 

 
 
    図３.q 整数と q二項係数 
 周期箱玉系は図１のような 1次元セルオー

トマトンである。 ｑ＝１とすれば通常の整数および二項係数
となる。証明された分配関数のフェルミ型公
式を図４で与える。 
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     図４．フェルミ型公式 
 
ここで、上の式は非周期的境界の場合の分配
関数の公式であり、本課題の研究代表者によ
り 2005 年に得られたものである。下の式が
周期境界の場合の公式であり、今回はじめて
得られた新しい結果である。非周期境界の場
合における分配関数のフェルミ型公式は、ア
フィン・リー代数と呼ばれる概念に関連して
一般化されたものが多数存在している。一方、
周期境界の場合における分配関数のフェル
ミ公式を与えた論文は過去には存在せず、本
研究が唯一のものである。 
本研究は、英国物理学会刊行（IOP）の学

術誌に掲載された論文から「新規性、重要性
ならびに今後の研究への潜在的な影響力」に
関する秀逸性を基準として選出される IOP 
select に選ばれている。 

（２）超離散化とトロピカル化は同じ意味
で用いられることが多いが、ここでは区別す
る。すなわち、トロピカル化とは有理式で与
えられる方程式において掛け算を足し算に、
割り算を引き算に、足し算を min に置き換え
て、区分線形方程式を得ることであるとし、
超離散化とはトロピカル化に加えて従属変
数を離散的な値に制限することであるとす
る（論文②）。 
このような概念の識別を行なった場合、従

来、超離散周期戸田格子（もしくは方程式）
と呼ばれていた対象は「トロピカル周期戸田
格子(tropical periodic Toda lattice, trop 
p-Toda)」と呼ぶのが適切であると考えられ
る。以下ではこの名称を用いる。今回、trop 
p-Toda における可換な時間発展（あるいは
フェイズ・フロー）の族の構成に初めて成功
した（論文①）。これは、超離散可積分系で
ある可積分セルオートマトンを特殊ケース
として含むトロピカル可積分系の等位集合
の大域構造を解明する上で重要な進歩であ
る。 

Trop p-Toda の時間発展は次のような方程
式で与えられる。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    図５．Trop p-Toda 方程式 

 
ここで、Q、Wは従属変数であり、ｔは離散時
間、ｊは離散的な空間座標で周期 Nの周期性
を持つ。すべての Q,W に同じ定数を加えても

方程式の形は不変で、またある時刻に Q,W が
正の値をとれば次の時刻でも正となること
が簡単に分かる。この事実より、この力学系
は二色の帯を用いて「セルのないセルオート
マトン」として視覚化・実現することが可能
であることが分かる。これは、セルオートマ
トンである周期箱玉系を特殊ケースとして
含む力学系である。 
 具体的には、長さ Qの黒セグメントと、長
さ Wの白セグメントを交互に並べてできる二
色の帯を、時間発展にしたがって上から下に
向かって配置し実現した。例を図６に示す。 
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   図 6.二色の帯による trop p-Toda 
 
これは一見すると周期箱玉系とよく似てい
るが、各セグメントの長さは整数に限定され
ておらず、任意の正の実数でよいという点が
異なっている。図６で示したのは図５で与え
た区分線形方程式による時間発展である。こ
の時間発展と可換な時間発展の例を図７に
示す。 
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  図７．Trop p-Toda の可換な時間発展 
 
黒セグメントが縦に重なり合っている点が
元の時間発展との違いを特徴付けている。 
 量子群の結晶基底を幾何学化した幾何ク
リスタルの理論において双有理的な纏絡写
像が構成されており、その超離散化としてク
リスタルの組合せ論的な纏絡写像が得られ
ることが知られていた。本研究では超離散化
はせずにトロピカル化のみを行なって得ら
れる纏絡写像の満たすヤン・バクスター関係
式を用いるというアイデアにより、上述の２
色の帯による記述と合わせて可換なフェイ
ズフローの構成を行なった。 
この力学系については、ラックス形式に基

づく離散周期戸田方程式の保存量のトロピ
カル化を使って定義される「スペクトル曲
線」の滑らかさ（ソリトンの振幅に重複がな



いこと）の仮定のもとに、ヤコビ多様体のト
ロピカル化として等位集合を記述するとい
う先行研究があるが、可換なフェイズフロー
の構成法については知られていなかった。 

結果は論文①として出版し、国外および国
内学会において発表した。今年度も 2件の国
際会議で発表が予定されるなど一定の関心
を集めている。この結果を基にして、スペク
トル曲線の滑らかさを仮定しない場合の等
位集合の大域構造に関して研究が進展中で
あり、近い将来に新しい結果を公表できる予
定である。 
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