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研究成果の概要（和文）： 

 

有限グラフ上のランダムウォークとは, グラフ上の適当な頂点に置かれた粒子を隣接する頂点
に対してランダムに移動させていくモデルである. 本研究ではグラフ上のランダムウォークの
高速化について主に以下を得た．(1) 多種多粒子系ランダムウォークにおける到達時間と全訪
問時間の関係を導出した． (2) 結合系ランダムウォークの全粒子結合までの期待時間の見積も
りに成功した． 
 
研究成果の概要（英文）： 
A random walk on a finite graph is the model of repeatedly moving a particle on a vertex 
to one of its adjacent vertices. In this study, we obtain the following results: (1) we 
obtain inequalities about the relationship between hitting time and cover time of 
multiplex random walks, (2) for coalescing random walks, we obtain upper bounds on the 
expected coalescing time.  
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１．研究開始当初の背景 
 
有限グラフ上のランダムウォークとは, グ
ラフ上の適当な頂点に置かれた粒子を隣接
する頂点に対してランダムに移動させてい
くモデルである. 通常の「隣接頂点に等確率
で移動する」というランダムウォークでは, 
全頂点に粒子が訪問するまでの期待ステッ

プ数は一般に 0(n3)であるが, グラフのトポ
ロジーを考慮した遷移確率を採用すること
により, 期待ステップ数を悪くとも0(n2),ト
ポロジーによっては 0(n)まで高速化できる. 
さて, 自然界もしくは人工システム上の多
くの現象が有限グラフ上のランダムウォー
クとしてモデル化できる. 自然現象系に目
を向けると, DNAコンピューティング/ナノテ
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クにおける分子遷移機械は熱力学的な制約
の下, とりうる状態空間をランダムウォー
クしながら形態を変化させる. 人工現象系
に目を向けると, 情報システムであるイン
ターネットのサーチエンジンのデータ取得
用ロボットは Web空間上をランダムウォーク
しながらデータを取得する. このように多
くの分野で, 高速なランダムウォーク設計
が大きな意義を持つ. 
  
２．研究の目的 
 
本研究では, ランダムウォークの高速化の
仕組みを解明し, その設計論の確立を目指
す．これにより, 諸分野におけるランダム
ウォークとしてモデル化できる現象/対象に
対する解決法の提供が可能となる． 
 
３．研究の方法 
 
ランダムウォークの「高速化」のためには，
まずランダムウォークの速度を高い精度で
見積もることが必要となる．この観点から本
研究では，従来の見積もり手法に加え，多種
多粒子系におけるランダムウォーク，結合系
のランダムウォークにおける代表的な速度
の指標（到達時間，全訪問時間等）に関する
見積もりに取り組んだ． 
 
４．研究成果 
 
代表的な研究成果として，多種多粒子系にお
けるランダムウォーク，結合系のランダムウ
ォークに関するものについて説明する． 
 
４．１ 多種多粒子系ランダムウォークモデ
ルに関する研究成果 

多種多粒子系のランダムウォークモデルを，
有限グラフG=(V,E) が与えられたとき， k 個
のトークンがグラフG上をランダムウォーク
するモデル，と考える．ただし，k 個のトー
クンはそれぞれ異なる遷移確率をとるものと
する．このような場合，同じグラフ上の頂点
を遷移していくにもかかわらず，異なるトー
クンは全く異なる振る舞いをすることが予想
され，それにより2節で述べた到達時間，全訪
問時間といった速度に，単に同じ振る舞いを
する粒子を複数遷移させるのとは全く異なっ
た効果を持つのではないかと予想される．こ
の予想を裏付けるのが以下の例である(図1). 

このグラフは c 点からなるクリークと各
頂点が一つ置きにそのクリークの点と接続す
る n - c 点からなるサイクルからなっている． 

 
図1：多粒子ランダムウォークによりより「速い」

探索が可能となるグラフ 

 
このグラフの上で，以下のような遷移確率を
とるランダムウォークを考える： 
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ただし，βは実数値をとるパラメータであり，
Ikeda, et. al 2009 1により，β=0.5 とした
ときに到達時間の上界値が最小となることが
示されている．より具体的には，単一粒子系
のランダムウォークで任意のグラフでの到達
時間がO(n2)となる（ただし, n はグラフの頂
点数）．また，β=0 のとき，ランダムウォー
クは単純ランダムウォーク（トークンが遷移
する隣接頂点を等確率で選ぶようなランダム
ウォーク）となる．図1のグラフ上で2つのト
ークンを遷移させるとき，以下の4つのシナリ
オを考える．1) ともに単純ランダムウォーク
（(β=0）×2 ）, 2) ともにβ=1 ランダムウ
ォーク（(β=1）×2 ）, 3) ともにβ=0.5 ラ
ンダムウォーク（(β=0.5）×2)，4) ひとつ
はβ=0.5ランダムウォーク，ひとつはβ=1 ラ
ンダムウォーク．これらに対するシミュレー
ションの結果は表１のようなものとなった． 
 ここでの「全訪問時間」は，2つのトークン
のうちいずれかが全頂点を訪問する時間，の
意味で用いている．この結果は，ある種のグ
ラフでは2つの「最適なランダムウォーク」を
走らせるよりも，一つは遅いランダムウォー
クに変えた方が，全体としては高速なランダ
ムウォークが実現できる例が数多く存在する
ことを示唆している．  
 本サブテーマではこれらの結果を踏まえ，
多種ランダムウォークの到達時間，全訪問時
間を中心にその性質を調べる．通常のランダ
ムウォークでは，Matthews のバウンド(また
はMatthewの不等式)と呼ばれる到達時間と全
訪問時間の関係を表した式が知られている．2  

                                                  
1 Satoshi Ikeda, Izumi Kubo, Masafumi Yamashita: 
The hitting and cover times of random walks on finite 
graphs using local degree information. Theor. Comput. 
Sci. 410(1): 94-100 (2009) 
2 P. Matthews: Covering problems for Markov chain, 
The annals of probability, 16 (1988), 1215–1228. 



 

 

表1: 図1のグラフ(1000頂点)に対する多種ランダ

ムウォークの全訪問時間（1000回のシミュレーシ

ョンの平均値）下線はそのグラフでの最良値 
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ここで
P
G

P
G CvuH ),,( はそれぞれグラフ G 上

で遷移確率Pで遷移するu から出発したトー
クンが v に到達するまでの期待ステップ数
（到達時間），グラフ G上で遷移確率 Pで遷
移するトークンが全ての頂点に到達するま
での期待ステップ数の初期配置に対する最
大値（全訪問時間）である． 
 
また nh は n 番目の調和数をあらわし，およ
そlog n ほどである．本研究ではMatthewのバ
ウンドに類する関係式が多種ランダムウォー
クにおいても成立することを証明した．得ら
れた関係式は以下のようなものである：  

 
 ),(max

1),(min

,1

,1

vSHhC

CvSHh
k

k

k

kk

k

P
GVvVSn

P
G

P
G

P
GVvVSn








 

ここでS は k個のトークンの初期配置を, 
P
G

P
G CvSH

k

),,( はそれぞれグラフG上で遷移
確率Pkで遷移する初期状態 S から出発したk
個のトークンがv に到達するまでの期待ステ
ップ数（到達時間），グラフG上で遷移確率P
で遷移するトークンが全ての頂点に到達する
までの期待ステップ数の初期状態に対する最
大値（全訪問時間）である． 
 この結果により，多種ランダムウォークに

おいても（比較的扱いやすい）到達時間を解
析することにより，全訪問時間の情報がある
程度得られることが明らかになった．  
 
４．２ 結合系ランダムウォークモデルに関
する研究成果 
 

結合系のグラフ上のランダムウォークでは，
複数の粒子が離散時間で独立にグラフ上をラ
ンダムウォークする．通常のランダムウォー
クとは異なり，複数の粒子があるグラフ上の
接点で出会ったとき（粒子が衝突するとき），
それらは結合し，その後１つの粒子として再
びランダムウォークする． 

無向，連結なn頂点，m 辺からなるグラフ G 
= (V, E) を考える．初期状態において各頂点
におかれた粒子すべてが結合するまでの期待
時間をC(n)とする．ここでは一般のグラフG
におけるC(n)の上下界（バウンド）の見積も
りを考える．結果として，一般的なバウンド
として， 

C(n) = O(n/(ν(1－λ2)) 

ただし，d(v) を頂点v の次数，d を平均次数，
λ2 を遷移行列の第2固有値としたとき， 

ν＝Σv∈V d
2(v)/(d2n) 

と定めている．このパラメータνは，各頂点
の次数のばらつきを表したものであり， 

1 ≦ν＝O(n) 

であり，正則グラフではν＝1 となる．本バ
ウンドは最大次数がO(m1-ε)であるときに達
成される(εは任意の正数)．この結果より，
いくつかのことがわかる．たとえば，d-正則
グラフに関しては， 

C(n) = O(n/(1－λ2)) 

となる．また，O(n/(ν(1－λ2))自体は次数
分布に偏りがあるようなグラフの場合，劣線
形となり，全結合までの期待計算時間がきわ
めて小さくなることがわかる． 

  以上を代表的なグラフ構造に関してまとめ
たものが表2である． 

 これらの結果は，単に結合系ランダムウォ
ークにおける結果，ということのみならず，
分散計算システムにおける相互排除問題に要
する時間計算量に関する結果を示唆している．
結合系ランダムウォークでは，各頂点に１つ
ずつ粒子が置かれた初期状態からランダムウ
ォークが始まるが，これは以下の「投票モデ
ル」と等価であることが知られている：投票
モデルでは，初期状態において各頂点がそれ
ぞれ異なった「意見」を持っている．各頂点
は自分の意見を１ステップごとにランダムに
選んだ隣接点の意見に変える．この投票モデ



 

 

ルは分散システムにおける，リーダー選挙な
どでも用いられるものである．E(Cv) を投票
が終了するまでの期待時間（全頂点の意見が 

表2: グラフ構造と主要なランダムウォークパラ

メータの関係 

グラ

フ 

頂点

数 

定常分布 混合時間 

G nG = n πv  

= d(v)/2m 

O(log n/(1

－λ2)) 

Qk nQ = 

nk 

πv ≦(Δ/2m)k O(kTG) 

Γk nΓ= 

nk 

πv ≦

(k2(2m)k-2 nΔ2) 

/(2m)k 

O(TQ) 

一致するまでの時間）とする．つまり，上述

の結果より， 

E(Cv)＝O(n/(ν(1－λ2)) 

となることがわかる． 
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