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研究成果の概要（和文）： 

非圧縮性２次元Navier-Stokes 方程式の解である２次元トーラス(R/2πZ)2 の上のKolmogorov 

流を対象として，共変リヤプノフ解析によるカオス状態の解析を行った．解の分岐ダイアグラム

を調べた後，カオスが発生するReynolds数の前後において従来のリヤプノフ解析を実行し，カオ

ス発生のReynolds数 Re/Rc～18において第一リヤプノフ数が正となること，またRe/Rc～23にお

いて第二リヤプノフ数も正となることを見出した．このデータに基づいてGinelli et al.(2007) 

による共変リヤプノフベクトルを計算し，解軌道に沿う安定／不安定多様体の接空間のなす角度

の分布を求めることで，カオス化直後は解軌道は双曲的であるが，第二リヤプノフ数が正に転じ

る Reynolds 数付近で非双曲的となることを見出した．またこの双曲／非双曲の転移点において

空間の一点の渦度の時間相関関数の関数形が振動的から非振動的に変化することを見出した．  

 
研究成果の概要（英文）： 
We studied chaotic states of Kolmogorov flows on a 2D  flat torus (R/2πZ)2 governed by 
the Navier-Stokes equations of incompressible fluids, by using the covariant Lyapunov 
analysis. Obtaining the bifurcation diagram of solutions, we performed the traditional 
Lyapunov analysis, and found that the first Lyapunov number becomes positive at Re/Rc
～18, and the second one does at Re/Rc～23.  Based on these data, we calculated the 
covariant Lyapunov vectors by the method of Ginelli et al. (2007), and found that the 
solution orbit is hyperbolic just after the chaotic transition, but becomes nonhyperbolic 
at Re/Rc～23, by observing the distribution of the angle between the stable/unstable 
tangent spaces of the orbit. At the hyperbolic/nonhyperbolic transition point, we found 
that the fuctional form of the time correlation function of the vorticity changes from 
oscillatory to non-oscillatory.   
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１．研究開始当初の背景 
リヤプノフ数は力学系のカオス軌道の不安
定性を特徴づける基本的な量である．しかし
従 来 の リ ヤ プ ノ フ 数 の 数 値 計 算 は 
Gram-Schmidt の直交化を経由するため，リ
ヤプノフベクトルの方向が安定多様体およ
び不安定多様体と直接の関係を持たないと
いう大きな欠点を抱えていた．これに対し漸
く 2007 年に Ginelli らが， 直交化を用い
ずに系に共変的に発展するリヤプノフベク
トルを計算する数値手法を開発し共変リヤ
プノフ解析と名付けた(Ginelli et al. PRL, 
99(2007) 130601)．これは，従来のリヤプ
ノフ解析よりも多量の計算を必要とするが，
その結果として，軌道上の各点における安定
／不安定多様体の接空間（すなわち Oseledec 
分解）を求めることが可能となった． 

共変リヤプノフ解析は，Oseledec 分解の
実際的計算法として初めてのものであり，こ
れにより力学系の双曲性／非双曲性の数値
計算が可能になった．双曲性の概念は，力学
系の理論において非常に基本的なものであ
り，特に多くの力学系の性質の証明において
非常にしばしば仮定されるものである．しか
し具体的な力学系，特に微分方程式で記述さ
れる力学系において双曲性の仮定が成り立
っているかどうかは判定が非常に難しく，
Ginelli らの方法以前には判定のための汎
用的な数値的手法は存在していなかった．彼
らの方法によって初めて，具体的な力学系に
おける双曲性／非双曲性を数値的に論じる
方法が与えられた． 

Ginelli らの手法は 2007 年の提案から短
期間のうちに，Henon 写像など多くの１次元
写像や結合シンプレクティック写像， 少数
自 由 度 の 常 微 分 方 程 式 系 ，
Kuramoto-Sivashinsky 方程式など比較的簡
単な１次元偏微分方程式系に適用され，安定
多様体と不安定多様体の接構造の可能性（非
双曲性）やカオスの自由度，時空カオスの空
間局在化などが見出されている(Yang et al. 
PRL 102(2009)074102 など)．しかし本格的な 
Navier-Stokes 方程式への応用は，本研究に
よる Kolmogorov 流への適用が初めてであり，
特に具体的な Navier-Stokes 流における双曲
／非双曲転移やそれに伴う物理的性質の変
化は本研究において初めて見出されたもの
である． 

 
２．研究の目的 
カオス解析の新しい手法である共変リヤプ
ノフ解析を Navier-Stokes 方程式の解に用
いて，力学系的観点からみた流体方程式の解

の性質の記述，特にカオス解の安定/不安定
多様体の特徴から流れの性質を理解するこ
とを目的とする． 
従来の Schmidt の直交化を用いるリヤプノ

フ解析とは異なり，共変リヤプノフ解析は解
の安定/不安定多様体に伴う Oseledec 分解
を計算可能とした初めての数値手法であり，
特に本格的な Navier-Stokes 方程式への適
用は本研究が初めてである．共変リヤプノフ
解析は通常のリヤプノフ解析よりも計算量
が増大するが，計算機能力の限界との競合を
克服し，流体現象の力学系的特徴を捉えるこ
とを目標とした． 
本研究においては，Navier-Stokes 方程式

の具体的な解である Kolmogorov 流に対し，
軌道不安定性の具体的性質，特に安定／不安
定多様体の交差の様子や流れ場の性質との
対応についての知見を得ること，またその結
果として，大自由度カオスにおける 
Oseledec 分解の典型例を得ることを目指し
た． 
 
３．研究の方法 
本研究では，周期境界条件下における
Navier-Stokes 方程式の解の共変リヤプノ
フ解析を数値的に実行した．数値計算は大型
の並列計算機を長時間用いて行い，カオス解
の解軌道上における共変リヤプノフベクト
ルを決定した後，安定／不安定多様体の位置
関係，特に交差角度と流れの性質の関係を，
統計的性質も含んで調べた．この計算を
Reynolds 数を次第に増加させながら実行し，
安定／不安定多様体の変化，特に双曲／非双
曲転移と流れの物理的性質の変化の関係に
注目して，時空カオスあるいは大自由度カオ
スの典型例としての Navier-Stokes 方程式
の解の特徴を調べた． 
 
４．研究成果 
２次元トーラス(R/2πZ)2 の上の非圧縮性
２次元 Navier-Stokes 方程式の解である
Kolmogorov 流を対象として，共変リヤプノ
フ解析によるカオス状態の解析を行った． 
まず波数 2 の正弦型定常強制力を与え， 

Reynolds 数を分岐パラメータとして乱流化
の過程を含む分岐ダイアグラムを調べた後，
カオスが発生する Reynolds 数の前後におい
て従来のリヤプノフ解析を実行した．その結
果，カオス発生の Reynolds 数（Re/Rc＝18.l6）
において第一リヤプノフ数が正となること，
またその少し上の Reynolds 数(Re/Rc～23)に
おいて第二リヤプノフ数も正となることを
見出した． 



 

 

次にこのデータに基づいて，Ginelli et 
al.(2007) の手法を用いて共変リヤプノフ
ベクトルを計算し，解軌道に沿う安定／不安
定多様体の接空間のなす角度の分布を求め
た．その結果，カオス化の直後は，角度分布
の端はゼロ度まで到達せず，解軌道は双曲的
であること，しかし Reynolds 数の増大と共
に角度分布の端はゼロ度に近づき，第二リヤ
プノフ数が正に転じる Reynolds 数の付近
においてゼロ度に到達すること，すなわち解
軌道が非双曲的となることを見出した（図 1）．
これは Kolmogorov 流の双曲／非双曲性が
Reynolds 数依存性をもち，その転移が第二リ
ヤプノフ数の不安定化に関係することを示
唆している． 

   
  図１：解軌道上の安定／不安定多様体の

接空間のなす角度の分布． 
     (Inubushi et al. 2012) 
 
また，この双曲／非双曲の転移点において，

流れ場の物理的性質の変化に注目し，特に空
間の一点における渦度の時間相関関数の関
数形の変化を調べた．これは，双曲性の性質
が系の長時間の振舞いに関係するであろう
という予測に基づくものであったが，実際時
間相関関数の関数形は，双曲／非双曲転移の
前後で異なる振る舞いを示すことが見出さ
れた．すなわち時間相関関数は，系が双曲的
である Reynolds 数においては振動的な長
時間相関を持つが，Reynolds 数の増大と共 

   図２：双曲性領域における渦度の時
間相関関数の変化 

      (Inubushi et al. 2012) 
 

に振動的な性質が減少し（図 2），双曲／非双
曲転移を経て，非双曲的である Reynolds 数
においては非振動的な長時間相関を持つこ
とが見出された． 
これらの結果は，Navier-Stokes 方程式に

おいて初めて双曲性領域と非双曲性領域，お
よび双曲／非双曲転移を見出したものであ
る．この転移の Reynolds 数が，カオス化の
Reynolds 数よりも真に大きいこと，しかし同
程度の大きさの Reynolds 数であること，は
高次元カオスの観点からも興味深い． 
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