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研究成果の概要（和文）：界面成長を記述するKardar-Parisi-Zhang(KPZ)方程式や、その離散版モデルの揺らぎについ
ての研究を行った。特にレプリカ法とよばれる手法を用いて定常状態における１次元KPZ方程式の高さ分布と時空２点
相関関数に対する明示的な表式を求めることに成功した。これらの量はこれまでいくつかの物理的な手法を用いて調べ
られていたが、近似無しに表式が得られたのは大きな進展である。また、非対称排他過程やq-TASEPと呼ばれる離散モ
デルに対して双対性を用いることにより、見通しよく揺らぎの性質を理解出来る事を示した。さらに多点分布や多成分
系に対する揺らぎについてもいくつかの成果を得た。

研究成果の概要（英文）：We have studied fluctuation properties of the Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) equation a
nd its discrete analogues, which are known to describe growing interfaces. By applying the replica techniq
ues, we obtained explicit formulas for the one point height distribution and space-time two point correlat
ion functions in the stationary state. These quantities had been studied by using various approximate meth
ods from physics. Our explicit formulas do not involve any approximation and should be useful for further 
studies. In addition we have shown that one can study fluctuation properties of these processes in a syste
matic way by combining duality for interacting particle systems and some techniques from integrable system
s like Bethe ansatz. We have also studied multi-point distribution for the KPZ equation, multi-component e
xclusion processes and KPZ equations.  
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１．研究開始当初の背景 
1 次元非対称排他過程(asymmetric simple 
exclusion process, 以下 ASEP と略.)は, 1 次
元格子上を多数の粒子が体積排除の相互作
用の下非対称なランダムウォークをする確
率過程である. 定常状態は以前からかなりよ
く理解されていたが、近年ダイナミクスにつ
いての理解が進展している。特に２０００年
に Johansson が完全非対称排他過程(粒子が
一方向のみに移動する ASEP, 以下 TASEP
と略.)とランダム行列理論との関係を見出し, 
カレントの揺らぎがガウシアンユニタリア
ンサンブルの最大固有値の揺らぎと同じで
あることを示して以来, 種々の一般化や類似
の結果が得られてきた。特に本研究に関係す
る と こ ろ で は 、 TASEP の 背 後 に
Gelfand-Zetlin パターンの構造があることが
分かって来たことや、一般の ASEP に対する
カレント揺らぎに関する Tracy-Widom の結
果が出て来ていたことが開始当初の状況で
あった。ASEP に対する結果は、推移確率か
ら始めて大変な計算の後に得られたもので
あり、その理解が望まれていた。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は, TASEP とランダム行列理
論の関係や一般の ASEP において解析が可
能となる仕組みの理解を深め、背後にある可
積分構造を解明するとともに, 関連するより
一般の無限粒子系のダイナミクスに関する
性質をより詳細に明らかにすることである. 
より具体的には、ベーテ仮設法を用いた解析
とランダム行列理論を用いた解析を比較検
討すること、ASEP において推移確率を用い
る Tracy-Widom の方法以外の手法を検討す
ること、ASEP 以外の無限粒子系で同様な解
析を行うこと、それらをふまえより一般的な
手法を開発すること、などを目指す。 
 
３．研究の方法 
（１）研究を着実に発展させるため、まずは
具体的な問題での計算を進めることを重視
する。ある系のある初期条件、境界条件で解
析がある手法を用いて可能であっても、初期
条件、境界条件を少し変更するだけで、系の
性質が大きく変化し、解析も困難となったり
することが多いので、一つ一つ丁寧に進める。 
（２）（１）ののような具体的な計算を積み
重ねる事により、種々の条件下でより多くの
モデルに適用可能な一般的な手法の開発を
行う。 
 
４．研究成果 
（１）1次元 Kardar-Parisi-Zhang(KPZ)方程
式の１点における揺らぎについての理解を
深めた。本研究開始直前に、Spohn 教授との
共同研究において、wedge 型と呼ばれる特別
な初期条件の下で１次元KPZ方程式の１点に
おける揺らぎを決定する事ができた。これは
本研究に正に関係することであったので、全

期間を通じてその理解を深めたり発展させ
る研究を行った。まずは揺らぎを記述する表
式を簡単化したり、多点分布を調べる可能性
を議論した。 
 
（２）KPZ 方程式に対するレプリカ法を ASEP 
へ拡張することを検討し、双対性がその基礎
となる事を見いだした。KPZ 方程式の揺らぎ
の決定は、当初 ASEP の弱非対称極限を考え
る事で行われたが、その後レプリカ法という
方法でも再導出された。ASEP において同様な
解析が可能であるかどうかという疑問があ
ったが、以前 Schutz により見いだされてい
た双対性を用いれば、同様な解析が可能とな
ることを見いだした。 
 
（３）半定常初期条件における揺らぎの決定。 
KPZ 方程式の解析において、初期条件を変更
した系を調べるには、レプリカ法が適してい
ると考えられたため、まずは初期条件が、右
半空間で定常状態になっているようなもの
に対して揺らぎを決定した。手法的には
wedge 型の場合と類似の点も多かったが、積
分経路の変形や新たな組合せ的等式が必要
となるなど非自明な点がいくつかあった。 
 
（４）定常状態における KPZ 方程式の１点揺
らぎの決定、２点相関関数の計算を行った。
上記の wedge 型初期条件、さらには半定常初
期条件の場合の拡張として、系が定常状態に
ある場合の界面揺らぎの分布を決定した。こ
れはレプリカ法を拡張することにより可能
となったものである。解を得るには、初期条
件の変形、新たな組合せ等式の発見、行列式
構造を得るための工夫など多くの新しいア
イディアが必要であった。これらの量は、１
９８６年に KPZ 方程式が導入されて以来、繰
り込み群やモード結合理論など、様々な物理
的近似手法でアプローチされていたが、本研
究により近似無しの解が得られたことにな
る。 
 
（５）q-TASEP や ASEP といった離散無限粒子
系における双対性理論の発展。（２）での結
果を発展させ、KPZ 方程式を離散化した
q-TASEP や非対称排他過程(ASEP)に対し、双
対性を適用する事によりレプリカ法と同様
な解析を行い、最終的に適当なモーメント母
関数が Fredholm 行列式の形に表される事を
示す所まで可能であることを示した。これに
より、これまで試行錯誤的に大変な計算の後
に得られていた ASEP の揺らきに関する漸近
的な性質を、比較的直接的に示す事が可能と
なった。また用いた方法は、レフリカ法の理
解を深める上でも、またこれまで reversible
な場合を中心に考えられて来た双対性の新
たな応用という観点からも興味深いもので
ある。 
 
（６）KPZ 方程式の２点分布に関する研究。 



wedge型初期条 件を取った場合の空間2点相
関に関して、長時間極限においてはAiry過程
と呼ばれる過程で記述されることを強く示
唆する結果を得た 。KPZ 方程式の揺らぎに関
しては、その 1点分布に関してはいくつかの
初期条件・境界条件に対してその具体的な
表式が得られるよう になっているのに対し
て、2 点相関に関しては理解が遅れていた。
2013 年に Dotsenko がレプリカ法を用いるこ
とにより、有限時間にお ける有用な表式を
得るのは困難だが長時間極限については調
べることが出来る可能性を指摘して一つの
表式を得たが、Airy 過程と呼ば れる以前他
のモデル系から得られていた長時間極限と
同じであるかは不明なままであった。 Spohn
氏、今村氏との共同研究において、D otsenko
の議論を整理し、長時間極限では確 か に
Airy 過程が得られる事を示した  
 
（７）q-boson ゼロレンジ過程に対する
Plancherel 公式。KPZ 方程式の離散化の一つ
である q-boson ゼロレンシ過程と呼ばれる
無限粒子系に関する Plancherel 型公式を証
明することかできた。いったんこのような公
式か得られると、固有関数の直交性や完全性
は直ちに従うので、分布や相関といった量を
計算する際大変 有用である。取り扱う作用
素が自己共役で無い点が非自明であったか、
空間反転に関する対称性を用いることによ
り証明を与えること ができた。  
 
（８）多成分 ASEP、多成分 KPZ 方程式に関す
る研究。本研究で行っているような揺らぎを
決定するような研究は、これまで１成分系に 
限られている。無限粒子系としては、自然な
多成分版は存在するが、解析は難しい。しか
し最近多成分系の揺らぎの一部は一成分系
のもので記述されるという予想が出され、注
目されている。多成分 ASEP の連続的記述が
多成分 KPZ 方程式で与えられ、その揺らぎの
性質の一部は１成分KPZ方程式で与えられる
と考えられる簡単な議論を与え、シミュレー
ションによる確認を行った。 
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