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研究成果の概要（和文）：本研究では，ハミルトン偏微分方程式に対するエネルギー保存型数値解法を導出する新たな
フレームワークを提案した．提案したフレームワークでは，エネルギー保存型数値解法は方程式を定めるラグランジア
ンの時間対称性から導出される．この方法は既存の方法と比べ，様々な対称性を用いることで他の保存量を保存する数
値解法を導出できるなど，応用範囲が広い．また，このフレームワークの拘束をもつ系への拡張や，局所保存則を保っ
た数値解法の導出法の創出，離散微分形式の理論との連携なども行った．

研究成果の概要（英文）：In this research, we proposed a new framework for deriving energy-preserving numer
ical schemes for Hamiltonian partial differential equations. In our framework, energy-preserving schemes a
re derived by using the symmetry of time translation of the Lagrangian that defines the equation. Since th
e symmetry used in this framework is not restricted to that of time translation, this method also derives 
numerical schemes that inherit other conservation laws by using the corresponding symmetries. Extension of
 this method to systems with holonomic constraints, local discrete conservation laws of the schemes and co
mbination with the finite element exterior calculus were also investigated.
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１．研究開始当初の背景 
 
研 究 開始当 初 ，研究 代 表者は 非 線 形
Klein-Gordon 方程式に対する新しいエネル
ギー保存型数値解法の導出法を考案してい
た．それまで知られていた方法は離散勾配法
や離散変分導関数法と呼ばれる方法であり，
解きたい方程式をハミルトン方程式に書き
直すことで適用可能となる．その意味で，既
存の方法はハミルトン力学的であった．一方，
研究代表者の考案した方法は方程式のラグ
ランジュ力学的な構造を用いる．すなわち，
力学の基本原理である最小作用の原理と同
様に，与えられたラグランジアンの作用積分
を考え，ある種の変分をとることによってエ
ネルギー保存則を保った数値解法を導出す
る．そこで，本研究ではこれを様々な観点か
ら拡張し，既存のハミルトン力学的な方法と
双対をなす，ラグランジュ力学的なエネルギ
ー保存型数値解法のフレームワークをつく
ることを目標とした． 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目標は，ラグランジュ力学に基づく
エネルギー保存型数値解法導出法のフレー
ムワークを新たに構築することである．また，
もう一つの目標は，第一の目標が達成された
後，ハミルトン力学に基づくエネルギー保存
型数値解法導出法や，West や Marsden らによ
って提案された離散力学の枠組みといった，
力学理論をベースにした既存のフレームワ
ークとの関係を調べ，構築した新しいフレー
ムワークがその他の方法と連携することで
離散力学理論として体系化できるかどうか
を検討することである． 
 
３．研究の方法 
 
研究期間において本研究でとったアプロー
チは下記のとおりである．なお，以下に示す
のは大きな研究の流れであり，関連が深い研
究についてはこれ以外の研究にも，適宜，取
り組んだ． 
 
(1) 既に着想を得ていた非線形Klein-Gordon

方程式に対するエネルギー保存型数値解
法の導出法を，他の保存則や他の方程式
に拡張することで，ラグランジュ力学に
基づく，エネルギーにとどまらない各種
の保存則を保った保存型数値解法の導出
法を構築する． 

(2) 偏微分方程式のもつ保存則には，常微分
方程式のときにも考えられる大域的な保
存則の他に局所的な保存則が存在する．
(1)で構築した新しいフレームワークを，
そのような局所的な保存則を保った数値
解法へと拡張する． 

(3) 「離散力学」のフレームワークとして完
成させるためには，力学が想定している

様々な問題・状況を取り扱えるようにな
ることが重要である．その代表例として，
拘束をもつ系に対して本手法を拡張する．
これについては，本手法だけでなく，既
存の方法であるハミルトン力学に基づく
エネルギー保存型数値解法のフレームワ
ークも拡張を行う． 

(4) 発展型偏微分方程式を扱う際には時間方
向の離散化法だけでなく空間方向の離散
化法についても慎重に検討することが必
要である．そこで，近年，盛んに研究さ
れている離散微分形式の理論を本手法に
組み込むことを検討する．これによって，
時間方向・空間方向の両方向について幾
何学的な数値解法が採用され，本手法が
基礎としている幾何学的力学理論と相性
の良い枠組みにすることを試みる． 

 
４．研究成果 
 
以下に，本研究によって得られた主要な結果
を述べる． 
 
(1) 当初，得られていた非線形 Klein-Gordon

方程式に対するエネルギー保存型数値解
法導出法を，その他のラグランジアンを
もつ常微分方程式・偏微分方程式に拡張
した．また，この方法はラグランジアン
のもつ対称性を用いており，Noether の
定理でその対称性から存在が保証される
保存則を保つように微分方程式を離散化
する．すなわち，本手法はエネルギー保
存則にとどまらず，他の対称性を用いて
他の保存則を保った数値解法を導出する
こともできると思われる．本研究では，
実際に，空間対称性から運動量保存則を
保った数値計算法を導出することにも成
功した．なお，本研究結果は国際的にも
高い評価を得ており，微分方程式の数値
解法に関する権威ある国際会議である
SciCADE において New Talent Award を受
賞した． 

(2) 偏微分方程式のもつ保存則は，(1)でター
ゲットとしていた大域的保存則の他に局
所的保存則も存在する．局所的保存則も
ラグランジアンの対称性に由来しており，
具体的には，ラグランジアンの局所的な
群作用による不変性から導くことができ
る．本研究では(1)で構築したフレームワ
ークのアイデアを応用することで，この
局所的な群作用を利用して局所保存則を
保った数値解法を導出する方法論を構築
した．また，そのようにして得られた局
所的な離散エネルギー保存則を応用し，
波動方程式に対する無反射境界条件の新
たな離散化法を提案した． 

(3) 拘束条件をもつような系においても，エ
ネルギーの保存則等が対称性から導ける
という事実は変わらない．そこで，本研
究で構築したフレームワークを，拘束を



もつような系に対して拡張した．具体的
には，最小作用の原理をラグランジュ未
定乗数を含めた形で書き直し，それに本
手法を適用することで数値解法を導く．
また，このアイデアは単純なハミルトン
系にも適用できることを確認した． 

(4) 近年，様々な偏微分方程式を微分形式を
用いて記述し，微分形式を離散化するこ
とで偏微分方程式を離散化するという方
法に関する研究が盛んになっている．こ
のように偏微分方程式を離散化すると，
方程式やそれが定義されている空間の幾
何学的性質を保った離散化が可能となり，
非常に良い方法が導出されることが知ら
れている．本研究で構築したフレームワ
ークは時間方向の離散化法と言えるため，
空間方向の離散化法については，特に制
限がない．そのため，本手法と微分形式
を離散化する方法はうまく共存できると
期待される．そこで，そのような枠組み
が実際に構築できることを，簡単な波動
方程式などの場合について確認した． 
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