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研究成果の概要（和文）：本研究では、幾何学的なモジュライ空間の大域的な構造を研究し、関連する理論への応用を
目指した。アーベル多様体のモジュライ空間の第二のコンパクト化を構成し、他の重要なコンパクト化との関係を解明
、代数曲線のベクトル束のモジュライ空間のゼータ関数に関するリーマン予想の証明、トーリック多様体のラグランジ
ュ部分多様体のモジュライ空間を研究し、ミラー対称性における量子コホモロジー環とポテンシャルのヤコビ環の同型
を証明、代数曲線のベクトル束のモジュライ空間を用いて、パンルヴェ微分方程式を特徴付ける、などの成果があった
。また、統計経済学のアローの不可能性定理を超平面配置によって解釈し一般化、発展させた。

研究成果の概要（英文）：In this project we aimed at studying global structures of certain geometric 
spaces so that we may apply them to the related mathematical theories. The main results of our studies 
are 1) construction of the second compactifications of moduli spaces of abelian varieties, and study of 
the relation with the other important compactifications, 2) proof of Riemann hypothesis for some of zeta 
functions of the moduli spaces of semi-stable vector bundles over an algebraic curve, 3) a 
characterization of one of Painleve differential equations through the study of stable vector bundles of 
rank two, 4) proof of the isomorphism between the quantum cohomology ring and the Jacobi ring of a 
potential in mirror symmetry through the study of the moduli space of Lagrangian submanifolds of a toric 
manifold, 5) generalization and further study of Arrow's impossibility theorem in statistical economics 
in terms of hyperplane arrangement.

研究分野： 代数幾何学

キーワード： モジュライ　コンパクト化　安定性　パンルヴェ方程式　フレア理論　ミラー対称性　超平面配置　ゼ
ータ関数
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１．研究開始当初の背景 
 
(1) 代表中村郁は、アーベル多様体のモ
ジュライ空間の整数環上の（第一の）コ
ンパクト化を整数環上の良素点で構成
し、安定性を論じた。このほか、特異点
に関するマッカイ対応をモジュライ空
間を用いて研究した(1999)。 

 
(2)  分担者の岩崎は2006 年の稲葉、斉
藤（ともに代数幾何）との共著でパンル
ヴェ方程式のモジュライ論的定式化を
与えた後、2007 年上原（代数幾何）と
共著でパンルヴェVI方程式を研究した。 
 
(3)  分担者の小野は、深谷との共著論
文(1999)で、『閉じたシンプレクティッ
ク多様体のハミルトン写像の不動点が
全て非退化ならば、（不動点の個数の上
限に関する)ベッチ数版アーノルド予想
は正しい』ことを証明した。 
 
(4)  分担者の寺尾はミクロ経済学の社
会選択論のアローの不可能性定理を超
平面配置の定理(部屋数公式)として解
釈し一般化した(2007)。 

 
(5) 分担者の翁林(Lin Weng)は、代数曲
線の安定ベクトル束のモジュライ空間
のゼータ関数を定義し研究した。 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は、さまざまな幾何学的な
モジュライ空間のコンパクト化を構成
し、その大域的な数学的構造を深く研究
し、関連する数学理論に応用することで
ある。主要テーマは以下に記すが、曲面
やベクトル束のモジュライ空間、ヒルベ
ルト・スキームやp進解析など、関連す
る問題も連携研究者とともに研究する。 

 
(1) アーベル多様体のモジュライ空間
のコンパクト化を整数環上に構成し、数
論的に応用(代数幾何の数論への応用)
をめざす。良素点でのアーベル多様体の
モジュライ空間のコンパクト化を詳し
く記述する。またG軌道ヒルベルト・ス
キームにより、マッカイ対応を研究する。 
(2) 階数２の安定な放物接続のモジュ
ライ空間のコンパクト化を、パンルヴェ
方程式に応用 (代数幾何の微分方程式
への応用)、代数曲面上の正エントロピ
ーの力学系を研究する。解の解析接続に
伴う力学系のカオス的構造、パンルヴェ
性の幾何学的研究を行う。また、Gauss 
の超幾何関数などの研究を行う。 
(3) シンプレクティック多様体の上の
安定な正則写像のモジュライ空間のコ
ンパクト化とフレア・ホモロジー理論 

(微分方程式の微分幾何学への応用)を
用いて、ラグランジュ・フレア理論(微
分幾何)とポテンシャル関数の変形理論
の間のミラー対称性、ないし、ギべンタ
ールのミラー対称性理論(代数幾何，物
理学)の間の関係を明らかにする。 
(4) 超平面配置の代数的な研究により、
超幾何級数、超平面配置の補空間や原始
積分の理論の深化を目指す。超平面配置
理論を社会科学へ応用する。 
(5) 代数曲線の半安定ベクトル束のモ
ジュライ空間を用いて、新しい非可換ゼ
ータ関数を導入し、詳細に研究してモチ
ーフ的な解釈を与える。（代数幾何学の
数論への応用） 
 
３．研究の方法 
 
分担者に加え、多くの連携研究者の協力の
下に研究を進める。研究テーマに応じて研
究グループを構成し、北海道大学の数学科
の数論幾何学セミナーが中心となって他
のグループと連絡を取り合う。数論幾何学
セミナーでは、ひろく外国人を含む講演者
を招聘し、基本的な結果や最新成果の情報
収集および研究を行う。このほかに、国際
研究集会を開き、情報交換する。 
 
４．研究成果 
(1) 中村郁により、アーベル多様体のモジ

ュライ空間の第二のコンパクト化がす
べてのレベルで構成された。一般レベ
ルで第二のコンパクト化とアレクセー
エフのコンパクトモジュライ空間とを
すべての次元、すべてのレベルで比較
研究した。前者は後者にかなり自由に
埋め込めることを証明。次元が等しい
唯一の場合、つまり、主偏極の場合に
は同型が得られた。第一のコンパクト
化は第二のコンパクト化と単射双有理
同値であり、既知のコンパクト化の関
係はかなり明らかになった。 

(2) 石井亮-中村郁により、導来圏を用いて、
２次元商特異点のマッカイ対応をくわ
しく研究した。従来のイデアル積の具
体的な計算による、マッカイ対応の説
明を、より一般の原理から説明した。
また、局所マッカイ対応の大域化が得
られた。このほか、石井亮は「繰り返
し Hilbert scheme」が，ある安定性パ
ラメータによる安定 G-不変スキーム
のモジュライ空間であることを証明し、
いくつかの関連する問題も解決した。 

(3) 翁林は有限体上の代数曲線に対して、
半安定ベクトル束のモジュライ空間上
の積分として、非可換ゼータ関数と代
数群ゼータ関数を定義、基本的な性質
を調べた。ほかに類似の積分を定義、
モチーフ的に一般化した漸化式を与え
た。また、モチーフ的なオイラー積と



モチーフ的なアデール測度を導入、基
本的な性質を調べ、理論的な基礎付け
を与えた。 

(4) 翁林は Zagier と共同で、楕円曲線の非
可換ゼータ関数に対してリーマン予想
が成立することを証明した。また、
Zagier らと共同で、階数 n のモチーフ
的なゼータ関数は付随する代数群
SL(n)のモチーフ的なゼータ関数と一
致することを証明した。翁は、計算機
による膨大な計算に基づいて、Weng
のゼータ関数の零点の分布がリーマン
のゼータ関数と同様に一般ガウス分布
を示すという重要な予想を提出した。 

(5)  岩崎はパンルヴェ第 VI 方程式の不変
部分集合、周期解、代数関数解を決定
した。モノドロミー写像で不変な既約
コンパクト部分集合は，孤立周期解か，
超幾何関数解のなすリッカチ曲線 に
限ること、周期解はリッカチ解に限る
ことを示した。一方，孤立周期解は必
ず無限個あり，その個数は周期と共に
指数的に増大することを示した。また、
パンルヴェ第 VI 方程式の場合、大部分
の解のモノドロミーのエントロピーは
正であることを示した。一般に、微分
方程式の解の複雑さは，モノドロミー
写像の力学系のエントロピーによって
測られ、正ならばより複雑となる。 

(6) 第 II 型から第 VI 型までのパンルヴェ
方程式の相空間ハミルトン構造は方程
式を一意的に特徴づける（高野 1995
頃)。 岩崎-岡田脩は、未解決の第 I
方程式に対してこの問題を解決、パン
ルヴェ第 I方程式を軌道体ハミルトン
構造によって特徴づけた。岩崎はまた
Gauss の超幾何関数がいつガンマ関数
による乗積公式を持つかという研究を
開始し、内在する二つの対称性（相対
性と相互性）により、乗積公式を持つ
ための必要条件、十分条件を与えた。 

(7) 小野薫は３人の共同研究者とともに、
Lagrange 部分多様体の フレア 理論を
構成し、コンパクトなトーリックケーラ
ー多様体の 運動量写像の逆像に対して
適用し、symplectic 幾何的な応用やホ
モロジー的ミラー対称性に関わる結果
を得た。例えば、複素射影平面の２点 
blow-up に適当なケーラー形式を与え、
ハミルトン同相写像によって自分自身
と交わらないようにできない運動量写
像の ラグランジュ・トーラスファイバ
ー が連続的に現れることなどを示した。
また、bulk 変形付きの量子 cohomology 
環と potential 関数の Jacobi 環の同
型を証明した。 

(8) シャピロら４人(SSKM)の双対分割定理
は、ルート系の高さ分布とワイル群の指
数とが双対であることを主張する有名
な結果である。寺尾は 4人の共同研究者

とともに この双対分割定理を、任意の
イデアル配置に拡張し、著名な予想を解
決した。また、アローの不可能性定理の
一般化(2007)以後、統計経済学者紙谷、
竹村との連携で、社会選択論で使われる
モデルを超平面配置の立場から考察、類
似の数学的結果を得た(2012)。その後、
社会選択論と超平面配置の関連を探る
研究は、イタリアに伝播し活発に研究さ
れている。 

(9) 連携研究者、斉藤政彦は非特異射影曲線
上の放物接続のモジュライ空間のGIT構
成や構造を研究。接続のモジュライ空間
から（一般）モノドロミー表現のモジュ
ライ空間へのリーマン・ヒルベルト対応
を研究し、モノドロミー保存変形を記述
する微分方程式系が幾何学的パンルヴ
ェ性を持つことを示した. 放物接続や
放物Higgs束のモジュライ空間の研究に
より、曲線上の直線束の点のヒルベルト
概形とモジュライ空間が双有理同値で
あることを示した。 

(10) 連携研究者、大本亨は非特異代数多様体
のヒルベルト・スキームと対称積のホモ
ロジー特性類に関するゼータ関数の研
究を行った。また、 同変特異チャーン
類理論を写像芽の分類理論および数え
上げ幾何に応用し，種々の不変量の新し
い計算方法を与えた． 

(11) 連携研究者、朝倉政典はレギュレーター
（高次チャーン類写像）、代数多様体の
周期について研究し、ハヴィエ・フレサ
ンなどと共同で、曲線への射をもつ代数
曲面のコホモロジーに関するグロス・ド
リーニュの周期予想を適当な条件の下
で証明した。 

(12) このほか、本研究で雇用した研究員の中
村健太郎（現在、佐賀大）は、Bloch-加
藤exp射の定義を簡略化する定理を証明
し、より広いクラスの p進表現研究の基
礎理論を構築した。また、局所 epsilon-
予想を三角表現の場合に証明し、階数２
の表現の局所・大域 epsilon-予想を、ほ
とんどの場合に解決した。 
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