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研究成果の概要（和文）：　本研究において、正則条件が必ずしも成り立たないような非正則の場合に、推定量の高次
漸近展開の観点から非正則な推測構造の解明を目指した。特に、非正則分布族の典型である片側、両側切断指数分布族
の自然母数、切断母数の推定問題を考えた。切断母数を局外母数とするときに自然母数の推定において、切断母数が既
知のときの自然母数の最尤推定量、切断母数が未知のときの自然母数の補正最尤推定量の漸近展開を用いて、それらの
２次の漸近分散を求め、前者に対する後者の２次の漸近損失も得た。また、自然母数を局外母数とするときに切断母数
の最尤推定についても考察した。その結果から推測における非正則構造が明らかになった。

研究成果の概要（英文）： In the research, in the non-regular case when regularity conditions do not 
necessarily hold, the aim was to clarify the non-regular inferential structure from the viewpoint of 
higher order asymptotic expansion. For a one-/two-sided truncated exponential family of distributions as 
a typical non-regular family, an estimation problem on a natural/truncation parameter was considered. In 
the estimation of a natural parameter when a truncation parameter was a nuisance one, the asymptotic 
expansions of the maximum likelihood estimator (MLE)(0) of a natural parameter when a truncation 
parameter was known and the bias-adjusted MLE(1) of a natural parameter when a truncation parameter was 
unknown were derived, their asymptotic variances were obtained, and the second order asymptotic loss of 
MLE(1) relative to MLE(0) was given. The MLE of a truncation parameter when a natural parameter was a 
nuisance one was also considered. From the result the non-regular structure was clarified.

研究分野：数理統計学
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１．研究開始当初の背景 
 正則条件が必ずしも成り立たないような非
正則の場合には、正則な場合とは異なる結果
が得られることが多い。従来、非正則分布の
典型として切断分布が取り扱われ、切断点の
ような非正則部分のもたらす情報を把握し、
それを統計量に取り込むことによって、高次
まで漸近的に十分な性質を持つことを示し
てきた。そして、そのような統計量に基づい
て高次まで漸近有効な推定量を構成した。実
際、両側切断分布族の位置母数の推定問題に
おいて Pitman 推定量（最良位置共変推定量）
の漸近展開を導出し、その漸近分散を求め、
さらに切断点での密度の値による荷重推定
量の漸近分布による漸近分散の比較も行っ
た。また、同じ分布族で極値統計量は 1次の
漸近情報量損失は 0 になるが、2 次の漸近情
報量は正値になることが分かり、さらに極値
統計量と漸近補助統計量の組から成る統計
量の 2次の漸近情報量損失が 0になることも
示した。 
 下側切断分布の典型としてパレート分布
が知られているが、これはファイナンス、物
理学、水文学、地質学、天文学等の様々な分
野において広く用いられている重要な分布
で、母数推定に関しても多くの文献がある
(Johnson et al.(1994), Arnold(2015))。 従
来、パレート分布を含む、切断母数と自然母
数をもつ下側切断指数型分布族において切
断母数を局外母数として大きさnの無作為標
本に基づく自然母数の推定問題が論じられ
た。実際、切断母数が既知のときの自然母数
の最尤推定量、切断母数が未知のときの自然
母数の最大条件付尤度推定量が同じ漸近正
規 分 布 を も つ こ と が 知 ら れ て い る
(Bar-Lev(1984))。なお、漸近展開を用いて
同様の結果も得られている(Akahira and 
Ohyauchi(2012))。しかし、局外母数が未知
の場合には既知の場合とは違って自然母数
の推定に影響はあるはずで、そうでなければ
局外母数の存在意義が失われてしまうとい
う疑問が湧いた。そのためには１次のオーダ
ーでは不十分で２次のオーダーまで漸近的
に考える必要がある。また、最近、指数母数
と局外母数として２つの切断母数をもつ上
側切断パレート分布の指数母数の推定問題
において、切断母数が既知のときの最尤推定
量と、切断母数が未知のときの最尤推定量が
漸近正規性をもち漸近分散は同じであるが、
漸近分散は異なると主張されている(Aban et 
al.(2006))。これについても、片側指数型分
布族の場合と同様に、同じ漸近分散をもつの
ではないかと推測される。 
 
２．研究の目的 
 非正則の場合には、正則な場合とは異なる
結果が得られているものの未解決の問題が
残されている。そこで、本研究において高次
漸近展開の観点から、推測における非正則構
造のもたらす情報を把握し、それを統計量に

取り込むことによって、高次まで漸近的に十
分な性質を持つことができることを示す。ま
た、非正則分布族の典型である片側、両側切
断指数型分布族は応用上、重要な（上側切断）
パレート分布を含み、切断母数が既知であれ
ば、正則分布族になり、それが未知であれば
非正則分布族になるため正則と非正則の双
方の性質をもっているので、母数推定にも双
方の影響を与えると考えられる。このような
正則と非正則の橋渡しとして重要な役割を
果たす好都合な分布族を対象にして非正則
な推測構造の解明を目指す。 
 
３．研究の方法 
 切断指数型分布族の母数の推定において
は、最尤法が極めて有用であるが、切断母数
の最尤推定量は尤度方程式の解の形では表
現できないし、大きさ nの無作為標本に基づ
く推定量の一致性のオーダーは nである。こ
れに比して自然母数の尤度方程式の解とし
て求められる自然母数の最尤推定量の一致
性のオーダーは nの平方根であるので、切断
母数が局外母数で未知のときの自然母数の
最尤推定を行う際には、一致性のオーダーを
含めて注意深く配慮する必要がある。最尤推
定量の漸近展開を導出して漸近分散を求め
るが、推定量の漸近比較の際には、予め偏り
補正をしておく必要があり、推定量の漸近評
価には２次の漸近損失を適切に定義するこ
とも重要になり、これらのことを踏まえて非
正則な推測構造の解明の研究を進める。 
 
４．研究成果 
 まず、Pitman 推定量の漸近展開を用いてそ
の漸近分布を求め、また極値統計量から成る
荷重推定量の漸近分布も求めることができ
るので、それらの推定量の漸近集中確率を求
めて比較したところ Pitman 推定量は荷重推
定量より漸近的に一様に良いとは限らない
ことが分かった。 
 次に、切断指数型分布族の自然母数の最尤
推定問題に取り組んだ。局外母数として切断
母数γをもち自然母数 θと下側切断母数γ
をもつ切断指数型分布族 P(θ, γ) におい
てγを局外母数として、γが既知のときのθ
の最尤推定量、γが未知のときのθの最尤推
定量と最大条件付尤度推定量が 同じ漸近正
規分布をもつことは知られているが、２次の
オーダーでは差異が生ずるのではないかと
予想される。それを解明するために高次の漸
近展開の観点から研究を進めたところ、分布
族 P(θ, γ)において、γが未知のときのθ
の最尤推定量と最大条件付尤度推定量は2次
のオーダーまで漸近的に同等であるが、γが
既知のときのθの最尤推定量より2次のオー
ダーでは悪くなることを示すことができ、そ
れらの2次の漸近分散の差による漸近損失量
も求めることができた。そして、具体的に下
側切断指数分布、下側切断正規分布の場合に、
γが既知のときのθの 最尤推定量に対する



γが未知のときのθの最尤推定量と最大条
件付尤度推定量の漸近損失量を求めた。特に、
実際の問題において重要で頻出するパレー
ト分布は切断指数型分布の1つと考えられる
が、この分布は対数変換を適用することによ
って下側切断指数分布の場合に帰着される
ことが分かった。 
 逆に、θを局外母数としてγの推定問題を
考えた。まず、θが既知のときのγの補正
MLE(γ|θ)とθが未知のときのγの補正
MLE(γ)の漸近展開を 2 次のオーダーまで導
出した。そして、補正 MLE(γ| θ)と補正
MLE(γ)は 1 次の漸近分散が等しいという意
味で1次のオーダーでは漸近的に同等である
ことが分かった。さらに、MLE(γ) と MLE(γ
|θ)の 2次の漸近分散を求めて比較すると補
正 MLE(γ)は補正 MLE(γ|θ)より 2次の分散
が大きくなり、補正 MLE(γ|θ)に 対する補
正 MLE(γ)2 次の漸近損失が求められた。な
お、 自然母数θと上側切断母数νをもつ切
断指数型分布族において、θを局外母数とし
て上側切断母数νの推定問題についても、適
当な変数変換によって下側切断母数の推定
問題に帰着できることも分かった。 
 さらに、自然母数θ、下側切断母数γ、上
側切断母数νをもつ両側切断指数型分布族
P(θ, γ, ν)において、γを局外母数とし
て上側切断母数νの推定問題を考えた。まず、
θ、γが既知のときの上側切断母数νの補正
MLE(ν|θ,γ)とθ、γが未知のときの補正
MLE(ν)の漸近展開を２次のオーダーまで導
出した。そして補正 MLE(ν|θ,γ)と補正
MLE(ν)の１次の漸近分散が等しいという意
味で１次のオーダーでは漸近的に同等であ
ることを示した。また、補正 MLE(ν|θ,γ)
と補正 MLE(ν)の２次の漸近分散を求めて比
較すると補正 MLE(ν)は補正 MLE(ν|θ,γ)
より２次の漸近分散が大きくなることが分
かり、補正 MLE(ν|θ,γ)に対する補正
MLE(ν)の２次の漸近損失も求めた。さらに
分布族 P(θ, γ, ν)において、自然母数θ
は未知で下側切断母数γが既知のときの上
側切断母数νの補正 MLE(ν|γ)の補正
MLE(ν|θ,γ)に対する２次の漸近損失も求
めた。例として切断指数分布、切断パレート
分布、切断正規分布を挙げた。 
 ２次の漸近損失は、切断指数型分布族を特
徴付ける関数 u(X)の平均と切断母数の値で
の u(・)の値との差の２乗に対する u(X)の分
散の比として表現されることが分かった。 
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