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研究成果の概要（和文）：本研究プロジェクトでは，構造保存型の数値解法として理工学各分野で広く応用されている
有限体積法に対する数学的な基盤理論の開発とその現実問題への応用を行なった。基礎的な面では、離散ソボレフの不
等式、補間誤差不等式の最良定数、離散Rellichの定理、離散最大値の定理、離散微分形式などについて応用指向の進
んだ結果を得ることができた。応用面では、細胞性粘菌の数理モデルに対して、構造保存型の有限体積法を開発し、い
ままで未解決だった離散エネルギー不等式の証明に成功した。また、離散微分形式の応用としてLagrange力学に基づく
エネルギー保存型数値解法の有限体積法への拡張を行なった。

研究成果の概要（英文）：This research project was aimed at development and application of the 
mathematical theory for the finite volume method that is a popular structure-preserving discretization 
method. From the mathematical stand-point, the discrete Sobolev inequality, interpolation error 
constants, discrete Rellich's theorem, discrete maximum principle, and discrete differential form were 
studied and many useful results were obtained. As an important application, results were applied to 
analysis of the finite volume method for the mathematical model describes the aggregation of slime molds 
resulting from their chemotactic features. In particular, the proof of the existence of a discrete free 
energy was succeeded. Another important application was an extension of energy-preserving numerical 
method based on Lagrange mechanics to the finite volume method by using the theory of the discrete 
differential form.

研究分野：数値解析
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１．研究開始当初の背景	
 
	
 
有限体積法(finite	
 volume	
 method,	
 FVM)は，
偏微分方程式(PDE)の局所的な保存性に基づ
く離散化手法である．すなわち，計算領域を
control	
 volume	
 (CV)と呼ばれる小領域に分
割し，考えている PDE を各 CV で積分する．
そして，未知関数を各 CV 上で定数値をとる
区分的定数関数で近似することで，（有限次
元）近似方程式を得るわけである．もちろん，
（空間変数に関する）微分を含む項の近似は
自然には得られず，CV の形状に条件を課した
後に，物理的な考察に基づき，近似式を導出
する．例えば，移動や拡散効果を含む PDE の
場合には，Gauss の発散定理を利用すること
になる．FVM は，差分法(FDM)と比べて，計算
領域の形状に対する自由度が高く，また，	
 
Neumann 型境界条件の扱いが容易かつ自然で
ある．一方，CV の生成は，有限要素法(FEM)
のメッシュ分割と同様に手間がかかるが，ボ
ロノイ図生成アルゴリズムが直接応用でき
るため，少なくとも空間 2次元であれば，手
作りのプログラムで，複雑な計算領域形状を
扱えるという利点がある．また，一つの CV
がそのまま一つの変数に対応しているので，
近似方程式の構成が，FDM 並みに直感的であ
り，かつ FEM 並みに機械的にできる．FVM は
自然に構造（流束，正値性）を保存する．さ
らに，導かれた近似方程式の計算コストにつ
いては，FVM，FDM，FEM については大きな差
はない．このような理由で，FVM は，理工学
における，とくに大規模な計算の現場で，か
なり広く応用されている．とくに，離散化や
計算を汎用ソフトなどに任せられず，手作り
のプログラムが必要とされるような問題・現
場において利用されていることは，FVM の存
在感を象徴していると言えよう．	
 	
 
FVM の歴史は，1960 年代はじめにまで遡るこ
とができ，現在に至るまでの間，決して理論
的な研究がなかったわけではない．しかし，
それらはどれも単発的であり，FEM のように
一般理論があり，そこから各問題の解析に進
んでいくという流れは，少なくとも 1990 年
代後半より前までは，なかったようである．
その理由として，FVM は，Galerkin 近似とし
て特徴づけられないので，FEM のように関数
解析や Sobolev 空間の理論がそのまま適用で
きないということが挙げられる．しかし，
1990 年代後半には，様々な工夫により関数解
析的手法による，FVM の理論的な研究が始め
られた．そして，定常線形問題に対する FVM
の収束性，安定性については一通りの結果が
得られたと言える．しかしながら，現実的な
非定常非線形問題に対する解析は，以前とし
て，ほとんど open のままである．特に，上
述の線形問題に関する研究が，線形問題の解
析を最終到達目標としてなされており，非線
形問題への応用には適さないという障害が
ある．FVM が，現実の課題に対する，理解・
予測・制御のための大規模シミュレーション
の基盤技術としての役割を果たすためには，
明快で見通しの良い基盤理論（解析理論の枠
組み）の存在が不可欠である．しかし，現状
ではこれが不十分であり，FVM の本質を見損
ない，新しい問題への応用の可能性が制限さ
れてしまう恐れがあった．	
 

	
 
２．研究の目的	
 
	
 
本研究プロジェクトでは，構造（流束，正値
性）保存型の数値解法として理工学各分野で
広く応用されている有限体積法に対する数
学的な基盤理論を構築し確立する．ここで，
基盤理論とは，（定常線形問題に留まらず）
現実の非定常非線形問題に対する有限体積
近似について，安定性・収束性を含んだ，手
法の解析的性質，妥当性や適用限界を明らか
にするための解析的な道具・枠組みのことで
ある．同時に，差分法や有限要素法（特に不
連続 Galerkin 法）と有限体積法の相互関係
を研究するという方向からも，各々の方法の
研究をより深化させる．	
 
具体的な研究項目は次の通り：	
 
A1．線形問題に対する有限体積法の研究	
 
A2．非線形問題に対する有限体積法の研究	
 
B1．有限体積法の手法による差分法の研究	
 
B2.	
 有限体積法，有限要素体積法，不連続
Galerkin 法の解析	
 
	
 
３．研究の方法	
 
	
 
「研究目的」に示した通り，本研究は A1，A2，
B1，B2 の 4 つのユニットに分かれて遂行され
る．各ユニットの研究課題は，参加者の現
在・過去の研究実績から直接に接続され，直
ちに研究が開始できる．各課題に関する従来
の観点に，本研究では，FVM を中心にした新
たな観点を導入することで，今まで意識され
なかった側面からのアプローチを模索し，研
究の深化をはかる．	
 
	
 
４．研究成果	
 
	
 
A1.	
 特異摂動移流拡散方程式の有限体積近
似において，摂動パラメータをε→0 とした
際にもロバストな誤差評価の導出に成功し
た．また，メッシュ分割に対してある種の対
称性を仮定すると，εへの依存性が軽減され
ることを証明した．熱方程式の有限体積近似
について，離散最大正則性の証明に成功した．
最大正則性は，非線形放物型偏微分方程式の
理論において中心的な役割を果たす概念で
あり，その離散化版が得られたことは，今後
の有限体積法の数値解析において，強力な道
具が得られたことになる．また，楕円型異方
拡散方程式の有限体積・有限要素近似の離散
最大値原理について，当初は，それを実現す
る離散化手法やメッシュ分割法の提案を目
指していたが，良い結果は得られなかったた
め，狙いを変えて，与えられたメッシュ上で
離散最大値原理が実現する拡散係数の条件
の導出に狙いを変えたところ，明確な結果を
得ることができた．また，その結果から，異
方拡散方程式の離散最大値原理の実現に拘
ることは，現実的でないことがわかった．ま
た，分担者・土屋は，平面上の三角形要素上
の関数補間に対する誤差解析の研究を進め，
とくに，三角形上の高次 Lagrange 補間に対
して，三角形の外接半径を用いた新しい誤差
評価式を得た．この成果は，有限要素基礎理
論の在り方に新しい方向性をもたらす，重要
な成果である．	
 



	
 
A2.	
 走化性粘菌の凝集現象を記述する
Keller-Segel 系を単純化した系（Nagai モデ
ル）に対して，質量保存，正値性保，エネル
ギー散逸性を，離散的にも再現する有限体積
スキームの導出と，その誤差評価の導出に成
功した．これら３つの性質を再現し，かつ（陽
的な収束率を含む）収束性が保証されている
数値スキームは世界初である．担者・村川は，
非線形交差拡散系に対する汎用的で実装が
容易な線形時間離散スキームについての解
析を進めた.	
 提案した時間離散スキームは
有限体積法と相性が良いため、有限体積法を
用いて空間離散化を行い、その全離散数値ス
キームの収束性を解析的に示した.	
 	
 
その後，既存の実装が煩雑な非線形解法の誤
差評価にも成功し，どちらの解法でも収束率
は同じで，更に，この収束率は最適なもので
あることを証明した．交差拡散系の数値解法
に関する誤差評価の解析的結果はこれまで
に無く，本研究の成果は重要なものである．	
 
さらに，分担者・村川は細胞接着を記述する
数理モデルを提案し，その数理モデルと相性
が良い有限体積法を用いて数値計算を行い，
実際の実験で確認されている現象を再現す
ることを確かめた．	
 
	
 
B1.	
 分担者・降籏は，非線形現象を記述する
偏微分方程式に対して，構造保存解法の一種
である離散変分法を適用して非線形性を弱
めつつ緩和構造保存性を保った実用性のあ
るスキームの構成に成功した．また，有限体
積法と，非直方格子における差分法の関連性
を調査，研究を進め，Voronoi	
 格子における	
 
Green	
 の定理の差分化が	
 flatness	
 条件を
満たすならば自然な形で有限体積法の性質
を満たすことなどを見出した．さらに，自由
格子点配置に基づいて構成する差分法、特に
Voronoi 格子による差分法と有限体積法との
理論的関係についての研究を行い，Voronoi
格子上における Green 則が局所的に有限体積
法の性質を満たすことなどを見出した．一方
で，分担者・谷口は，ラグランジュ力学的エ
ネルギー保存型数値解法について，新たに局
所的なエネルギー保存則・運動量保存則を保
つ数値解法の導出法を開発し，その応用とし
て，エネルギー減衰性を保つ無反射境界条件
の離散化法を提案した．さらに，離散微分形
式の理論をラグランジュ力学に基づくエネ
ルギー保存型数値解法と組み合わせること
を行った．離散微分形式の理論はベクトルと
微分形式の対応のさせ方によっては，有限体
積法的なスキームを導出することができる．
そのため，これにより，ラグランジュ力学に
基づくエネルギー保存型数値解法の有限体
積法への拡張が可能なことを見出した．	
 	
 
そして，エネルギー保存則を厳密に保つ数値
解法である離散勾配法について，そのハミル
トン力学的な構造を明らかにし，シンプレク
ティック多様体上のハミルトンフローと対
応付く形に最定式化した．	
 	
 
	
 
B2.	
 異方拡散方程式に対して，HDG 法を適用
し，通常の有限要素法（P1 要素）よりも，良
い安定性が実現できるきることを，研究協力
者・宮下とともに，実験的に確認した．連携

研究者・菊地は，DG 法について，定式化，数
値例による検証，誤差解析，実用化などの研
究を遂行し，離散コンパクト性に関連する
$L^p$収束性，Korn 型の不等式，ボクセル法
の改良，離散型逆トレース定理，Stokes 方程
式の近似，Korn 型の不等式の証明に成功した．	
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