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研究成果の概要（和文）：本研究においては、フラクタル集合を、その構造に注目し、解析学・幾何学・代数学にわた
る広い視点から考察した。特に、フラクタル的な構造をもつ物体の上の波や熱伝導などの物理現象の数学的モデルとし
て、フラクタル上の確率過程論・ポテンシャル論について、例えば熱の時間的広がりと空間的広がりが分かるための一
般的な条件を明らかにした。さらに、空間に無限個の穴がある場合の、平衡状態での熱の分布に関して、その解析学的
な性質を考察し、熱分布が滑らかであるための条件を得た。

研究成果の概要（英文）：In this project, we have studied internal structure of fractal sets from the broad
 viewpoint of analysis, geometry and algebra. In particular, we have considered stochastic processes and p
otential theory on fractals, which are thought of as models of objects in the nature. For instance, we hav
e obtained conditions to ensure the existence of scaling relation of space-time on the heat conductance on
 fractals. Moreover, we have studied equilibrium state of heat on spaces with infinitely many holes and ob
tained a condition for the equilibrium state to be smooth.
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１．研究開始当初の背景 
フラクラルの数学的理論は、１９７０年代に
マンデルブローによりその概念が提唱されて
以来研究が続けられてきた。当初は、自己相
似集合のハウスドルフ次元の計算などを行う
フラクタル幾何学が、従来の geometric 
measure theory の研究を引き継いで盛んに
行われた。しかしながら、１９８０年代後半
からはJulia 集合などに関する力学系での研
究、フラクタル集合によるタイリングに関す
る代数的な研究、フラクタル上での物理現象
の記述に関する解析学的、確率論的研究など
現在では数学の多岐にわたる分野においてフ
ラクタルに関する研究が盛んになっている。
そして現在では、フラクタルの数学的研究に
は代数・幾何・解析にわたる広い視点が必要
とされるようになってきたのである。 !
２．研究の目的 
本研究の目的は、フラクタルの``内的な構
造''を次の (1), (2), (3) の視点から明らかに
し、フラクタル幾何学、フラクタル上の解析
学および確率過程論、（複素）力学系、フラ
クタルの応用（フラクタル的な亀裂を持つ弾
性体の理論など）を互いに絡み合った対象と
して研究を行うことである 
(1)　見た目にだまされない ----フラクタルに
内在する構造：フラクタルに内在する構造と
いうキーワードは「ユークリッドの距離から
の脱却」と言い換えることもできる。上にも
述べたように、多くのフラクタル集合はユー
クリッド空間に埋め込まれた形で導入され、
ユークリッドの距離がそれらの集合にとって
自然な距離であると思われてきた。しかしな
がら、多くのフラクタル集合の持つ内的な構
造に注目して、フラクタル上に解析的構造
（拡散過程、Sovolev 空間論など）、幾何学
的構造（測度論的リーマン構造、双曲幾何的
構造）などを構成することが本研究の目的の
一つである。 
(2) フラクタルを舞台とした代数、幾何、解
析の相互作用------フラクタル上の数学理論を
展開する際には、フラクタルに関する代数
的、幾何的、解析的な複数の視点を持ち、そ
れらの有機的な結びつきを明らかにすること
が必要になる。(1)で述べたようなフラクタル
の内的な構造を、代数、解析、幾何の視点を
有機的に結びつけることで明らかにするのが
この研究のもう一つの目的である。 
(3) フラクタルを超えて----このキーワードは
狭義には、「自己相似集合を超えて」と言い
直すことができる。すなわち、これまで自己
集合について発展してきた様々な理論を、ラ
ンダムな自己相似集合やパーコレーションク
ラスターなどの完全な自己相似性はもたない
ようなフラクタルに拡張することである。れ
に近い）漸近挙動を持つことを示すのが具体
的な目標である。「フラクタルを超えて」は
広義にはフラクタルを実験場として、測度付
きの距離空間（距離・測度空間）における解

析学、幾何学の理論を展開することである。 !
３．研究の方法 
本研究の方法の柱の一つは国際的な共同研究
である。フラクタルに関係する海外および国
内の研究者のネットワークを構成し、海外の
研究者の招聘、海外への研究者の派遣を通じ
て高い水準の国際的な共同研究を行う。さら
に、フラクタルに関係する研究で国際的には
評価が高いが国内では知られていない分野
（例えば、幾何学的関数解析など）の国際的
に著名な研究者を招聘し国際研究集会を開催
することで、より広い視点からの研究を行
う。 !
４．研究成果 
(1) 研究代表者木上は、p-adic number を含
む一般のコンパクトとは限らない Cantor set 
上のjump process とCantor set を特徴づけ
る無限 tree の上の random walk の関係に
ついて研究を行った。まず、Cantor set 上に
与えられた測度と対応する tree から非負の
実数への関数の組から jump process の族が
構成されることを明らかにし、その族が従来
の研究でAlbeverio-Karwowski によって構
成されたjump process を真部分集合として
含むことを示した。さらに jump process に
対する自然な距離の構成を行い、始めに与え
られた測度がこの距離に関して volume 
doubling 条件を満たすときにjump process 
の熱核の漸近評価を与えた。特に下からの評
価は、一般には任意の Annulus と一定以上
の割合で交わりをもつ集合が構成でき、その
集合上でのみ成立することが示された。この
jump process の族のなかで、tree 上の 
random walk の Martin boundary への 
trace として得られるものの特徴づけを行っ
た。 
(2) 研究代表者木上は、Sierpinski gasket か
らその外周をなす正三角形の辺の一つ（単位
区間）を除いた集合を考えるとき、
Sierpinski gasket 上の Brown 運動は、tree 
上の random walk と同等であることを発見
し、この事実をもとに、Brown 運動の単位
区間上への trace に対応する Dirichlet form 
の積分核を具体的に記述することに成功し
た。さらにこの積分核の構造を解析すること
で、熱核の対角成分の漸近挙動を決定した。
熱核の非対角部分も含む漸近挙動についても
研究を行い、上からの評価を得た。下からの
評価については、Dirichlet form の一般論お
よび jump process についての専門家である 
University of Washington の Chen 教授と
の共同研究を行い、部分的な結果を得、さら
に現在最終的な解決に向けて共同研究を継続
中である。 
(3) 研究代表者木上は、自己相似集合などの
入れ子構造を持つ集合の一般化として 距離
空間の tree による parametrization という
概念を定義した。さらに parametrization に



関する gauge function を導入し測度および
距離からは共に対応する gauge function が
構成できることを示した。gauge function 
という視点からは、測度に対する volume 
doubl ing という概念と、距離に関する 
quasisymmetric という概念が同値なもので
あることを明らかにした。この研究は一般の
距離空間において解析学を展開するための基
礎となる幾何学的構造を記述することを目的
としており、解析学の展開の部分については
次の研究課題として研究を継続している。 
(4) 研究分担者相川は、複雑な領域に対する
Intrinsic Ultracontractivityの十分条件を容
量的幅によっ て与えた．そのために放物型
箱議論（Green関数の等高面と時間による適
切な分 割）を開発した．この十分条件をグ
ラフで表される領域に応用し，除外集合を許 
したHarnack不等式を組み合わせてグラフの
積分条件を与えた．任意の領域の Dirichlet
最小固有値の評価を容量的幅で与えた．連続
率が積分条件で与えられ るグラフを境界に
持つ領域に対して境界Harnack原理を示し
た． 
(5) 研究分担者位は熊谷は、Z.Chen氏、
P.K im氏らと共同で距離空間上のjump 
processの熱核とjume kernelの漸近挙動の関
係を明らかにした。また、M.T. Barlow氏、
D. Croydon氏と共同で２次元uniform 
spanning tree上のランダムウォークの収束
について考察し、さらに極限過程の熱核の詳
細な評価を得た。 
(6) 研究分担者日野は、強局所対称ディリク
レ形式に付随する対称拡散過程のマルチンゲ
ール次元の定量評価の問題に取り組んだ．評
価を与えるための一般論と具体的な自己相似 
フラクタルに適用するためのテクニックを開
発し，特にSierpinski carpetにおいてはマル
チンゲール次元はスペクトル次元以下である
こと，p.c.f.自己相似集合の場合はマルチン
ゲール次元が1であることを証明した．また 
関連する研究として，この研究で導入したディ
リクレ形式の（各点）指数が空間の仮想的な
接空間の次元を表し，底空間に可測的な
Riemann構造が導入されることを示した．こ
れらについては学術誌に論文が掲載されたほ
か，論説記事を執筆した． 
(7) 研究分担者宍倉は、無理的中立不動点を
持つ複素力学系の局所不変集合を近放物型く
りこみを用いて研究した。また、複素力学系
の擬等角変形のスケール極限をを1次元樹木
とその上の区分的線型写像によって記述し、
逆に1次元樹木上の区分的線型写像から擬等
角手術によって有理関数を構成する方法を与
えた。 

(8) 研究分担者亀山は1有理関数のジュリア集
合の full shift によるコーディングについて。
"geometric coding tree" から決まるコーディ
ングの構造について調べた。また複素数のべ
き乗は、原点中心の回転と合成してもべき乗
と共役だが、四元数の場合はそうではなく、
新しい写像が生み出されることを念頭に同様
のことを一般次元で考えることによって現わ
れる”擬べき乗写像"の力学系における構造を
考察した。さらにこのとき現れる、ある種の
ランダム力学系の不変集合の不安定性につい
て調べた。 
(9) 分担者伊藤は，Jacobi-Perron 
algorithm のような2次元連分数展開に関す
る「新しいアルゴリズム」の上で，準周期タ
イリングを生成するための dual substitution 
(tiling substitution) を構成してみせた．この
「新しいアルゴリズム」とは，Lagrange の
定理の高次元化を目指すべく，valueという
概念を導入することによってつくられた，2
次元連分数展開と関連する分岐型のアルゴリ
ズムのことで，同じ体に属する実3次無理数
のペアをこの新しいアルゴリズムに通すと， 
計算機実験上，例外なく周期的となることが
確認されている． !
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