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研究成果の概要（和文）：超線形増大の一階微分項を持つ退化楕円型方程式の非有界粘性解に対する比較原理を
得た。アイザックス型微積分方程式の粘性解の表現公式を与えた。一階微分項に非有界係数を持つ完全非線形一
様楕円型方程式のLp粘性解に対する局所最大値原理を構築した。強圧的一階微分項を持つ微積分方程式の粘性解
の正則性と時間大域的挙動を議論した。超線形増大の一階微分項を持つ完全非線形楕円型方程式の全域解の存在
と一意性を得た。両側障害物を持つ平均曲率流方程式の粘性解のリプシッツ連続性を示した。

研究成果の概要（英文）：We obtained comparison principle for unbounded viscosity solutions of 
degenerate elliptic PDE with superlinear gradient terms. We presented a representation formula for 
viscosity solutions of  integro-differential equations of Isaacs type. We established the local 
maximum principle fro Lp-viscosity solutions of fully nonlinear uniformly elliptic PDE with 
unbounded coefficients to the first derivatives. We discussed regularity and large time behavior of 
viscosity solutions of integro-differential equations with coercive first derivative terms. We 
obtained existence and uniqueness of entire solutions of fully nonlinear elliptic equations with 
superlinear growth in the first derivatives. We showed the Lipschitz continuity of viscosity 
solutions of mean curvature flow equations with bilateral obstacles. 

研究分野： 非線形偏微分方程式

キーワード： 粘性解　最大値原理　比較原理　ハルナック不等式　完全非線形　障害問題　非局所作用素
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１．研究開始当初の背景	 	 

1980	 年代初頭、退化 2	 階完全非線形楕

円型・放物型偏微分方程式の適切な弱解の

概念《粘性解》が Crandall	 と Lions によ

って導入され、一意存在等の基礎理論及び、

微分幾何学・工学・経済学への応用研究が

大きく進展した。その後、1989	 年の

Caffarelli の先見的研究を基に 1996	 年に

Caffarelli、Crandall、Kocan、Swiech	 は

不連続係数を持つ完全非線形一様楕円型方

程式に対し、Lp	 粘性解の概念を導入した。

線形の場合の Poisson	 方程式に対応する

最も単純な場合の完全非線形方程式に対し、

Lp	 評価、Schauder	 評価が Caffarelli によ

って得られたが、より一般的な完全非線形

方程式に対する粘性解の正則性理論の構築

が期待されていた。	 

	 

２．研究の目的	 

本研究では、完全非線形2	 階一様楕円

型・放物型偏微分方程式のLp	 粘性解の基礎

理論の完成を目指す一方、粘性解理論の新

たな応用を推進する。	 

	 

３．研究の方法	 

国外の共同研究者を訪問または、招聘し研

究打合せをした。毎年、テーマを決めて、

非線形偏微分方程式のワークショップを開

催し、関連研究者に講演依頼した。	 

	 また、随時、研究発表を行った。	 

	 

４．研究成果	 

非有界領域で、低階微分項が一次以上の

増大度がある完全非線形偏微分方程式の粘

性解の比較原理が成り立つための粘性解の

増大度と方程式の係数の増大度の十分条件

を研究した。低階微分が二乗の項は、危険

鋭感的最適制御や、大偏差原理などの応用

があり、本研究の応用の部分の重要な問題

である。粘性解の比較原理の仮定として、

粘性解の増大度を規定する場合と、下に有

界性を仮定して、上には増大度の制限を設

けない場合があり、どちらも様々な研究が

されてきた。しかし、特に後者は、最適制

御の観点から自然と考えられてきた。しか

し、下に有界だけを仮定した場合、解が二

つある微分方程式の例を発見した。これは、

比較原理の結果に矛盾する。よって、本研

究では、粘性解に増大度の仮定の下、比較

原理を証明した。ここでの仮定は、我々が

反例として見つけた微分方程式にも適用で

きる。	 

	 更に、非線形項が凸だけでなく、完全非

線形の場合や、弱い結合条件下での方程式

系へとこれらの比較原理を一般化した。	 

	 Lp粘性解の基礎理論に関しては、非有界

係数および、非有界非斉次項をもつ完全非

線形一様楕円型方程式に対する粘性解の

ABP 最大値原理が成立するための十分条件

を一般化した。この結果を用いて、同じ条

件下で、非負粘性優解の弱ハルナック不等

式も一般化した。更に、非有界係数、非斉

次項の場合に、古典的手法ではハルナック

不等式を導けないが、弱ハルナック不等式

を応用して粘性劣解の局所最大値原理をま

ず示し、ハルナックの不等式を得た。	 

	 レヴィ過程を含んだ状態方程式をもとに

したコスト汎関数の最大最小問題（微分ゲ

ーム）の値関数が対応する非局所項を含ん

だアイザックス方程式の粘性解であること

は知られているが、与えられた関数（係数

等）に関し一般的な仮定の下で、値関数の

一意性を証明した。ここでは、非局所項を

含む完全非線形方程式の一意性を、対応す

る微分ゲームにおけるコスト関数の劣最適

性・優最適性を示すことで、比較原理を経

ないで結果を得た。粘性劣解・粘性優解を

それぞれ、適切な二重の上限・下限近似を

用いた。そのために、二重近似関数の基礎

的な性質を整備した。	 

	 冪乗ラプラス作用素および、低階項が超

線形増大の場合の粘性解のヘルダー連続性

を導いた。最近、２次以上の増大度を持つ

低階項がある一様楕円型方程式の解でなく、

劣解の同程度連続性が得られるという顕著

な結果があったが、最高次が冪乗ラプラス

作用素の場合に低階項の増大度はどのよう

にすれば、同様の同程度連続性が得られる

かという自然な疑問に対する回答である。

このヘルダー連続性評価を用いて、対応す



る発展方程式の粘性解の時間大域的挙動を

研究した。	 

	 非発散型の準線形退化・特異楕円型方程

式の粘性解の比較原理を導いた。ここでは

未知関数についての零階の項がない場合で、

通常の粘性解理論では扱えない範疇である。

発散型方程式においては、Poincare の不等

式を用いて比較的簡単に示される方程式で

すら、非発散型方程式の場合は未解決であ

った。非発散型方程式においては、未知関

数の適切な変換を見つけた点が鍵となる。

実際、既知の方法では、方程式の構造が不

明瞭であったが、ここでは、見やすい変換

により、方程式の構造を見やすくできただ

けでなく、不連続性を含む方程式にも適応

できるようになった。	 

	 Brezis は、全空間における半線形楕円型

方程式の弱解の適切性を、解の無限遠での

挙動を仮定せずに示した。この著名な結果

は、様々な一般化が研究される中、近年、

Vitolo を中心に非発散型方程式へと拡張

されてきた。さらに、一階微分に超線形増

大項を付け加えた時の解の適切性に関して、

我々の結果を改良した。	 

	 非局所作用素（分数冪ラプラス作用素）

と低階の超線形項のある微分積分方程式の

粘性劣解のヘルダー連続性を導いた。通常、

ヘルダー連続性は「解」に対して得られる

性質であるが、ラプラス作用素と超線形増

大度の１階微分項がある場合に、劣解に対

してヘルダー連続性が導かれることが最近

分かってきた。この、自然な一般化として、

ブラウン運動に対応するラプラス作用素の

代わりに、ジャンプのあるレヴィ過程に現

れる分数冪ラプラス作用素に対しても一般

化できることを示した。	 

	 平均曲率流方程式の両側障害問題の粘性

解のリプシッツ連続性を導いた。また、両

側障害問題の一意性に関し、主要偏微分作

用素の項の条件を従来より広いクラスに対

して与えた。	 

	 完全非線形一様楕円型方程式が劣線形増

大度の一階微分項がある場合に、ABP 最大

値原理を導いた。一方、この場合、通常の

弱最大値原理は成立しない例を挙げた。こ

のため、弱ハルナック不等式の証明に必要

なバリアー関数の負値性の証明に、強最大

値原理が使えない。そこで、局所的に強最

大値原理が成り立つことを爆発法で示した。	 
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