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研究成果の概要（和文）：離散可積分系の理論を応用し，曲線や曲面など幾何オブジェクトの性質のよい離散化に関す
る研究を行った．主要な成果は以下の通り．(1)離散曲線論．ユークリッド幾何や相似幾何の枠組みなどでの平面およ
び空間離散曲線の変形理論の構築とτ函数を用いた明示公式の構成．(2)離散正則函数の理論．離散冪函数に対するパ
ンルヴェVI型方程式の超幾何τ函数による明示公式の構成と一般化．(3)応用として，オイラー・ラグランジュ変換の
離散化に基づく，非線形波動現象に対する自己適合移動格子を用いた安定かつ高精度な数値計算スキームの組織的構成
．

研究成果の概要（英文）：By applying the theory of discrete integrable systems, studies on good 
discretization of geometric objects such as curves and surfaces have been carried out. The main results 
are as follows: (1) Discrete curve theory. Development of deformation theory of plane and space discrete 
curves and construction of explicit formula in terms of the tau functions. (2) Theory of discrete 
analytic functions. Construction of explicit formula for the discrete power function in terms of 
hypergetomtric tau function of the Painleve VI equation and generalization. (3) As an application, 
systematic construction of stable and highly accurate numerical scheme for nonlinear wave phenomena in 
terms of self-adaptive moving mesh scheme based on discretization of the Euler-Lagrange transformation.

研究分野： 可積分系，離散微分幾何

キーワード： 離散可積分系　離散微分幾何　離散曲面・曲線論　離散正則函数　τ函数　ソリトン方程式　パンルヴ
ェ方程式　超幾何函数

  ２版
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１．研究開始当初の背景 
(1) 数学的背景  
可積分系の理論は数学・数理科学において重
要な役割を果たしていることは広く認識さ
れている．数学においては，高い対称性を許
容する性質のよい空間を基盤とする広い意
味での解析学という形で，また応用数学・工
学においてはソリトンなどの非線形波動現
象を媒介にした応用という形で現れること
が多い．一方で，19 世紀に発達した古典微
分幾何学も可積分系の一つの源であり，曲面
を記述する偏微分方程式として可積分系が
現れ，その変換論が議論された．70 年代から
の可積分系の理論の爆発的発展の中で，数値
計算への応用を当初の動機として離散可積
分系の理論が発達した．80 年代後半に平均曲
率一定曲面の研究から古典微分幾何と可積
分系の関係が再発見される中，90 年代中頃
にベルリン工科大学のグループにより離散
可積分系と整合性の取れた離散曲面・曲線の
理論的枠組みが提出されて発展を続け，現在
それは「離散微分幾何」と呼ばれるに至って
いる．  
① 離散曲面・曲線論  
申請者はパンルヴェ系の研究の流れの中で,
従来取り扱いの難しかった不均一格子上の
可積分系を取り扱う手法を開発し，これを基 
盤として離散可積分系の τ 函数の理論を積
極的に離散曲線・曲面論に応用する着想を得
た．通常，離散曲線の変形や離散曲面の構成
には，枠が満たす線形偏差分方程式系の両立
条件から従う非線形編差分方程式を解いた
上でそれを係数にもつ上記線形方程式系を
解き，さらにそれを積分しなければならず，
非自明な手続きが必要である．しかし，離散
可積分系の理論を用いることで，具体的な明
示公式を構成することが可能で，新たなアプ
ローチを切り拓くことができると思われた． 
② 離散正則函数  
離散幾何の一つの研究対象として複素正則
函数の離散化があり，circle packing に基礎
を置いて理論が構築されている．具体的な 
函数に関する離散化の例は多くは知られて
いなかったが，2000 年に Agafonov と 
Bobenko は冪函数の一つの離散化を提出し，
それがパンルヴェ IV 型方程式と関連してい
ることを示した．離散冪函数では離散ソリト
ン方程式の一つである複比方程式で格子の
整合性を担保し，冪函数としての性質をパン
ルヴェ VI 型方程式の相似簡約方程式 を両
立させて特徴付けており，その構造をきちん
と捉えることで，τ函数による明示公式の構
成が可能だと思われる．また，その構造は他
のパンルヴェ系でも普遍的であることが強
く示唆されることから, (離散)パンルヴェ系
で特徴付けられる離散正則函数の理論を構
築するという着想を得た.  
(2) 応用サイドからの動機 
① 離散曲面・曲線論と弾性論の結合による
幾何オブジェクトの応用解析 

西成(東京大学)はインクジェットプリンタの
ケーブルの挙動解析において,汎用の有限要
素法による解析が実験を再現しないことか
ら空間離散曲線の可積分な連続変形を考察
し，弾性論(特殊コッセラー理論)の空間離散
化と組み合わせて離散弾性曲線の連続変形
理論(一般には非可積分)を構築した．これを
一般化し，空間離散曲線の離散変形の理論を
構築し，それと弾性論を組み合わせることは
興味ある問題と考えられる． 
(iv) ループソリトン系の離散化と数値解析 
ループ型ソリトンを許容する可積分な偏微
分方程式の族が知られており，その中には光
ファイバ中の極超短波パルスを記述する工
学的に重要な方程式を含む．それらはホドグ
ラフ変換と呼ばれる，従属変数を係数に含む
独立変数の変換で他の既知のソリトン系に
帰着することが知られているが，ホドグラフ
変換の離散化は困難であるとされていた．ル
ープソリトン系の高精度の数値解析は解の
自己交叉を記述する必要があることから，容
易ではない．しかし，離散曲線の研究から，
ホドグラフ変換に幾何学的意味づけを与え，
その離散化を得ることができる可能性があ
る．それを利用してループソリトン系の可積
分な離散化が得られれば，可変ステップ制御
を組み込んだ高精度の数値計算スキームが
開発でき，光ソリトンなどへの応用が可能で
ある． 
 
２．研究の目的 
 １．で記述した学術的背景に基づき，本研
究では以下の 4つのテーマの研究を行うこと
を目的とした． 
 
(1) τ函数の理論を用いた離散曲線・曲面論． 
(2) 離散パンルヴェ系で特徴付けられる離

散正則函数の理論． 
(3) ループソリトン系の離散化と可変ステ

ップ制御による高速・高精度数値計算ス
キーム 

(4) 離散曲線・曲面論と弾性論の結合による
幾何オブジェクトの変形理論と応用解
析 

 
(1)では特に離散曲線・曲面の定式化だけでな
く，τ函数による明示公式の構成を目指す．
また，(2)では複比方程式の離散可積分系の中
での位置づけを明確にして，やはりτ函数の
理論を用いて離散正則関数の構成と明示公
式の構成を試みる．(3)ではホドグラフ変換の
幾何学的意味を明確に特徴付け，それを用い
て組織的な離散化を試みる．(4)では等距離や
定捩率ではない離散曲線の変形理論を構築
し，そこに弾性論を結合することを試みる． 
 また，以上の研究を支える理論的基盤とし
て，離散ソリトン方程式，特に離散非線形シ
ュレディンガー方程式など複素構造が関係
して取り扱いが技術的に難しい方程式の研
究や，パンルヴェ系，特に対称性の高い離散



パンルヴェ方程式に関する理論を堅固に固
めること，また，周期解の構築に必要となる
テータ函数に関する知見を深化させること，
さらに可積分曲面論やそれに関連する微分
幾何を，さまざまな観点から深めておくこと
も重要な目的である． 
 
３．研究の方法 
 上記の研究目的を達成するため，連携研究
者として松浦望（福岡大学），研究協力者と
して中園信孝（九州大学大学院数理学府→シ
ドニー大学），丸野健一（テキサス大学パン
アメリカン校→早稲田大学）,海外研究協力
者として T. Hoffmann（ベルリン工科大学），
N. Joshi（シドニー大学），W.Schief（ニュ
ーサウスウェールズ大学），J. Hietarinta（ト
ゥルク大学）に適宜協力を依頼しつつ研究を
進める．また，研究代表者は研究全体の総括
にあたり，各分担者，連携研究者，協力者は
テーマ(1)−(4)を次のように担当する． 
(1) 離散曲線・曲面論： 

梶原，太田，井ノ口，松浦，中屋敷 
(2) 離散正則函数の理論： 

梶原，増田，中園 
(3) ループソリトン系の離散化と数値解析 

梶原，太田，丸野 
(4) 離散曲面・曲線論と弾性論 

梶原，井ノ口，太田，中屋敷，松浦 
 
特に離散微分幾何は日本で研究者が少ない
ため，研究成果の周知と若手研究者の育成を
兼ねてワークショップ「離散可積分系・離散
微分幾何チュートリアル」を2011年度と2013
年度に開催する． 
 
４．研究成果 
(1)離散曲線・曲面論 
① 平面曲線の等周変形理論としてもっとも
基本的な modified KdV 方程式による変形の
離散類似として，平面離散曲線の discrete 
modified KdV 方程式による離散変形を，曲線
の等周等距離変形として定式化した．また，
τ函数による曲線の明示公式を構成した．同
様 に ， 平 面 離 散 曲 線 の semi-discrete 
modified KdV方程式で記述される連続等周変
形についてもτ函数による明示公式を与え
た． 
② 空間曲線に対して，modified KdV 方程式
は定捩率の空間曲線の捩率保存等周変形を
与えるが，その離散類似として discrete 
modified KdV 方程式の記述する変形を，定捩
率の空間離散曲線に対する接触平面上の等
距離等周変形として定式化することに成功
した．ただし，一般に接触平面上の等距離等
周変形は捩率を保存せず，捩率保存変形も
discrete sine-Gordon方程式で記述されるも
のもあることが判明したが，捩率保存性，
discrete sine-Gordon に よ る 変 形 と
discrete modified KdV による変形の選択を
変形パラメータでコントロールできること

も示した．また，1 成分 KP 階層のτ函数と
Sym-Tafel の公式を用いた曲線の明示公式を
構成した．さらに，曲線が掃いてできる曲面
が離散 K曲面に他ならないことを示し，その
τ函数による新しい構成法を与えた． 
③相似幾何の枠組みでの平面曲線の等角変
形としてBurgers方程式とその階層による変
形が知られているが，その離散類似として
discrete Burgers方程式とその階層による平
面離散曲線の離散等角変形を定式化した．ま
た，discrete Burgers 方程式を不等間隔差分
（差分商）により不均一格子上に拡張し，対
応する離散曲線の変形も議論した．さらに，
曲線の明示公式も構成した． 
④ミンコフスキー平面上での曲線・離散曲線
の等周変形の定式化に成功し，それが
(discrete)defocusing modified KdV 方程式
で与えられることを示した．また，τ函数に
よる曲線の明示公式を与えた． 
(2)離散正則函数の理論 
①Agafonov-Bobenko による離散冪函数を考
察し，パンルヴェ VI 型方程式の超幾何τ函
数による明示公式を構成した．また，その結
果に基づき，0 と 2 の間に限られていた指数
を偶数以外の任意の複素数に拡張し，指数の
実部が１のときに冪函数が写像としてはめ
こみになっており circle pattern と対応す
ることを厳密に証明した．さらに，定義域を
冪函数のリーマン面の離散類似を構成して
拡張した． 
② 離 散 冪 函 数 が パ ン ル ヴ ェ 方 程 式 の
Bäcklund 変換が作る格子上で成立する複比
方程式と相似簡約方程式で記述されること
に注目し，q-パンルヴェ IV 方程式に付随す
る離散正則函数の定式化に成功し，それが別
の離散冪函数と見なせることを明らかにし
た． 
(3)ループソリトン系の離散化と数値解析 
Modified KdV方程式による平面曲線の等周変
形を定式化した際の副産物として，modified 
KdV 方程式 WKI elastic beam 方程式の間の
ホドグラフ変換が，曲線上の移動座標系から
固定座標系に移す Euler-Lagrange 変換に他
ならないことがわかった．このことから，平
面離散曲線の理論により，ホドグラフ変換の
離散化を自然に得ることができ，さらに変換
後の方程式が自己適合移動格子スキームと
いう高精度な計算が可能な形で得られた．こ
の方法をさまざまな方程式に適用し，曲線短
縮方程式など非可積分系を含む方程式の離
散化を得ることができた． 
(4)離散曲面・曲線論と弾性論 
この基礎となる，捩率一定・捩率保存ではな
い空間曲線の変形として，非線形シュレディ
ンガー方程式が記述する，渦糸の運動モデル
として著名な局所誘導方程式がある．その空
間 離 散 化 （ 時 間 は 連 続 ） に つ い て は
Ablowitz-Ladik 方程式（半離散非線形シュレ
ディンガー方程式）による離散曲線の連続的
変形理論が知られているが，時間離散化につ



いては方程式の複素構造に由来する技術的
な困難に遭遇して長い間克服が困難で，この
テーマは研究が目標通りには進まなかった．
しかし，研究期間終了直後に，枠を通常用い
られる Frenet 枠でなく離散複素平行枠を導
入することで技術的な困難を克服すること
ができ，離散時間非線形シュレディンガー方
程式による離散変形を定式化することに成
功した．また，Sym-Tafel の公式によらない，
曲線を 2 成分 KP 階層のτ函数によって直接
表示する公式も構成した． 
 
以上の成果は，離散可積分系，特にτ函数の
理論を有効に用いて離散微分幾何の新たな
側面を切り拓くことになった．弾性論との結
合については当初の目標通りには進まなか
ったが，研究期間終了直後とはいえ，離散非
線形シュレディンガー方程式による離散空
間曲線の定式化が満足いく形ででき，技術的
な困難を克服したことは意義が大きく，今後
の大きな進展が期待できる．相似幾何の平面
曲線の変形理論はホドグラフ変換を組み合
わせて多孔質媒質中の水の浸透モデルへの
応用が期待されており，また，CAD の美的曲
線の拡張に関する応用も検討されている．さ
らに，曲線の変形は一般には非斉次項のつい
た非可積分な方程式で記述される変形に拡
張でき，それは Hele-Shaw 問題やパターン形
成モデルなどに応用が可能だと期待される．
その他，離散ソリトン方程式の rogue wave
解などの新しい解の研究や，磁場項を持つ調
和写像の研究，代数曲線のテータ函数の理論
的な研究など，非常に多くの成果が得られた．
以上，本研究で得られた結果は，次のさらな
る発展の基盤としてさらに多くの果実を産
み出すことになると強く期待される． 
 最後に，研究成果の周知と若手研究者の育
成を兼ねて「離散可積分系・離散微分幾何チ
ュートリアル」を 2012 年 2月と 2014 年 2月
に実施し，2012 年にはレクチャーノートを出
版した．全国から 2012 年には 53 名，より少
人数で行うことを意図した 2014 年には 37名
の参加があった．首都圏，関西地区から熱心
な学部生の参加もあり，開催の意図は十分以
上に達成できたと考える． 
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