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研究成果の概要（和文）：近似イデアルに基づいて近似グレブナー基底の理論を構築し、部分終結式様の理論を作成し
て厳密用算法を浮動小数で実行する場合の不安定性を解明し、ブッフバーガー算法を安定化して近似グレブナー基底の
構成算法を呈示した。
微小摂動のため多変数多項式イデアルの次元が減少した系として近似特異系を定義し、次元を元に戻す操作として近似
特異系の特異化の算法を考案し、近似特異型の悪条件代数方程式系の良条件化法を与えた。線形制御理論で近似無平方
分解・有効浮動小数・近似因数分解の有用性を示した。モデルに基づく開発への利用を念頭に、パラメータ係数の疎な
線形方程式系の誤差低減解法と系の特徴抽出法などを提案した。

研究成果の概要（英文）：Based on a proposed "approximate ideal", we constructed a theory of approximate Gr
oebner basis, clarified the instability of Buchberger's algorithm on floating point numbbers using a devel
oped subresultnat-like theory, and proposed an algorithm of approximate Groebner basis by stabilizing Buch
berger's algorithm.
We also proposed a concept of "approximate singular system" as a multivariate polynomial ideal whose dimen
sion is decreased by a purturbation, and presented an algorithm which recovers the dimension. Applying thi
s operation to algebraic systems of approximately singular type, we proposed a well-conditioning method fo
r such systems. Furthermore, we proposed an error suppressing method and a characteristics extracting meth
od for solving parametric sparse linear systems.
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通）    

１． 研究開始当初の背景          

計算代数の基本的演算のうち、最大公約子
計算、無平方分解、因数分解、合成演算等の
近似化では、1990 年代に本研究代表者らに
より先駆け的算法が呈示され、現在も算法の
改良・高速化が活発に行われている。しかし
ながら、多変数多項式系に対する算法である
グレブナー基底の近似化では、世界の多くの
著名研究者が挑戦したが失敗し、定義さえ定
かでない状況だった。その中で、本研究グル
ープは浮動小数係数のグレブナー基底計算
が不安定な理由を明らかにし、安定化させる
幾つかの技法を考案・テストして、発表して
きた。近似グレブナー基底の理論建設と算法
開発は正に機が熟していた。 

一方、厳密グレブナー基底では、算法の改良
と高速化が着々と進み応用の道も次々開け
ていたが、浮動小数係数の数式に対して全く
無力であった。この状況を打開する近似グレ
ブナー基底の理論建設と算法開発は、野心的
な研究者の挑戦心を刺激する大きなテーマ
だったのである。 

 

２． 研究の目的              

題目のとおり、目的は大別して二つある。
第一の近似グレブナー基底の理論建設と算
法開発に関しては目的は明白で、『背景』欄
に述べたように、前年度までにかなり進展さ
せていた研究を完成させるだけである。 

一方、第二の目的である応用研究に関しては、
以前から目的としながら算法開発に時間を
とられ、見るべき成果はなかった。しかも、
提案した近似グレブナー基底の算法は未だ
安定性が不十分なので、近似代数の応用をま
ず推進することにした。現在のところ応用の
方向は二つあり、第一の方向は Hensel 級数
の実際的応用で、第二の方向は近似代数演算
の工学・産業的応用である。これらにより、
近似代数の工学・産業分野における有用性を
是非とも示したい。 

 

３．研究の方法              

(1) 近似グレブナー基底の理論建設と算法
開発に関して             

安定な算法を開発するだけでなく、不安定性
の原因を根底に溯って解明するとともに、近
似グレブナー基底の理論をイデアル論に立
脚して建設することを目指した。不安定性に
関しては、１変数の場合には Sylvester 行列
を拡張した部分終結式理論で議論できる。で
あれば部分終結式理論を多変数に拡張する
ことが常道だが、これは 1980 年代に著名な
研究者らが挑戦して、Buchberger 算法で計算 
される多項式には部分終結式が存在しない
と結論づけていた。一方、本研究代表者は以
前、多変数多項式系の多重多項式剰余列算法
を呈示し、そこで部分終結式様の行列式理論
を建設した。その理論の構成法を真似て行列
式理論を建設しようと考えた。 
イデアル論に基づいて近似グレブナー基底

の理論を構築するには、イデアル自体を近似
化する必要がある。近似イデアルに関しては 
2007〜2009 年度の科研費研究で定義済みで
ある。近似イデアルに基づけば、近似グレブ
ナー基底の理論建設は一直線である。 
 
(2) 近似代数の応用に関して        
応用研究は簡単そうだが実はそうではない。
計算代数と近似代数以外の知識を必要とす
るからである。Hensel 級数とは、３変数以上 
の多項式の根として定まる多変数代数関数
を特異点(critical point)で級数展開したも
ので、1990 年代に本研究代表者らが考案・発
展させてきたものである。それの応用課題で
は、多変数代数関数が出現し特異点が重要な
役割を果すことが必要である。応用で重要な
線形制御理論では、制御行列の固有値として
代数関数が現れる。そこで、過酷事故時の航
空機の制御を考えた：過酷事故時なら特異点
が重要な役割を果すだろうと予想したので
ある。また、産業分野の知人から『モデルに
基づく開発』には多くの課題があると教わり、
その分野に挑戦してみることにした。 
 
４．研究成果               
(1) 近似グレブナー基底の理論建設と算法

開発                 
Buchberger 算法で出現する多項式の行列式
表現として、部分終結式を単純に拡張しても
駄目で、列を付け加えたり削除したり、時に
は余分に行を付け加えることも必要になる。
どのように列や行を付け加えればよいかは
多重多項式剰余列理論で開発済みの逆消去
と命名した方法が教えてくれる。その方法を
利用して部分終結式様の複雑な理論構築に
成功した。これにより、厳密計算用の算法を
浮動小数で計算する際の桁落ちが余すとこ
ろなく解明できた（論文①）。 
一方、近似イデアルに関しては、イデアルの
生成元である多項式間に許容度 e の近似線
形従属関係が存在すれば、どんなに巧妙に計
算しても 1/e の大きさの桁落ちが発生する。
すなわち、この桁落ちは本質的なものであり、
本質的桁落ちがある場合には有効桁の範囲
内でのみ多項式は意味を持ち、有効桁を失っ
た多項式は棄却するべきである。このことは
浮動小数係数の多項式に対して従来のイデ
アル概念を修正する必要があることを示す
とともに、近似イデアルをどう定義するかも
示唆する。この事実と矛盾しないように近似
イデアルを定義することは難しいことでは
ない。この定義に基づいて、ブッフバーガー 
算法を下敷きに、本質的桁落ち以外の桁落ち
は完全に除去可能との前提で、近似グレブナ
ー基底算法を構築した（論文⑥）。 
現実には、これまでに提案した誤差低減法は
完全というには程遠く、現在の算法は規模が
大きい多項式系に対しては誤差が積もって
破綻する場合が多い。まだまだ算法の改良が
必要である。 



(2) 近似特異系の概念導入と近似特異系の
特異化                

近似グレブナー基底が厳密グレブナー基底
と大きく異なってくるのは生成元間に近似
線形従属関係がある場合である。その場合、 
近似線形従属関係が（浮動小数の精度内で）
正確な線形従属関係になるように、生成元の
係数を微小変動させる演算が考えられる。こ
れを「近似特異系の特異化」と命名したが、
それは一個の多項式の近似因数分解を多項
式系に拡張した演算とみなせる。特異化を行
えば一般にイデアルの次元は増加する。 
正確な線形従属関係とはシジジー(syzygy)
に他ならず、シジジーの計算法は確立してい
る。それを近似化すれば近似シジジーが計算
できる。シジジーは与多項式と余因子の積の
和であり、近似シジシーとはその和が小さい
ことである。そこで、与多項式と余因子のそ
れぞれの数係数を微小変動させて、微小項の
積を高次項として棄却すれば、未定微小項に
関する線形方程式系が得られ、変動微小項が
逐次近似で計算できる。これが特異化の算法
である（論文④）。 
 
(3) 近似特異型の悪条件連立代数方程式の

良条件化               
本研究代表者は 1991 年、二つあるいは三つ
の多項式が近似公約子を持つ代数方程式系
は悪条件であることを示し、近似公約子を用
いて系を良条件化する方法を考案した。一般
化には近似グレブナー基底が必要だろうと
思ったが当時は手が出なかった。今回はまず、
近似グレブナー基底の観点から悪条件代数
方程式系を、a)近接解型、b)微小主項型、c)
近似特異型、d)その他の型に分類した。近接
解型は近接解を持つ方程式系で、多くの研究
者が研究してきた。微小主項型はグレブナー
基底の計算途中に（初期でもよい）微小主項
の多項式が出現するもので、微小主項を０に
近づけると解の一つは無限大になる。近似特
異型とは与えられた系が近似特異な場合で
ある。その他の場合とは Wilkinson 型などの
場合である。悪条件代数方程式系の分類は今
まで行われたことはなく、この分類だけでも
注目すべき成果だと思う。 
近似特異型の代数方程式系の良条件化は、近
似特異系の特異化の観点からは簡単に理論
化できる：与多項式系が持つ近似シジジーを
求め、与多項式の一つを近似シジジーの右辺
の微小摂動多項式で置き換える；独立な近似
シジジーが二つ以上ある場合には、その個数
分だけ与多項式を置き換える。こうして得ら
れた方程式系が実際に数値的に安定して解
けることを計算機実験で確認した（論文⑤）。 
 
(4) 近似代数の産業計算における有用性   
研究方法欄に述べたように、Hensel 級数の工
学的応用のために航空機工学を勉強し、航空
機の線形制御モデルを自作して、係数行列の
特性多項式を計算した。特性多項式は多数の

機体定数と飛行制御パラメータを変量とす
る変数 X の多変数多項式であるが、機体定数 
に標準的旅客機のそれを代入して、迎え角 a、
左右エンジンの合計推力 T、フラップ伸長度
f、をパラメータとする多項式 F(X,a,T,f)に
簡単化した。X が多重根を持つ点、すなわち
F と dF/dX の共通根が特異点である。 
今の場合、特異点はパラメータ空間で次元２
の代数的多様体をなすが、三つのパラメータ
の原点近傍で X=0が特異点になるようにパラ
メータを決めることにした。すると、F(X,0)
は原点近傍に多重近接根を持つはずだから、
F(X,0)の近似無平方分解で多重近接根の状
況が解るはずである。実際に計算すると、４
個の近接根を含む大きなクラスタの中に、３
個の近接根からなる小さなクラスタがあり
その中に２個の近接根を持つ非常に小さい
クラスタがあることが分った。近似無平方分
解は簡単だが、近接根の個数と近似重心のみ
ならず、クラスタの大きさも教えてくれる優
れものである。これらの情報を用いて特異点
を逐次的に計算できる（論文③）。 
工学・産業計算では、理論では定数やパラメ
ータが記号で表されるので気が付かないが、
それらに現実の数値を代入すると大きさが
非常に異なる係数が混在することが頻繁で
ある。コンピュータに計算させる場合には、
小さくても有意な項は残し大きくても無意
な項は棄却する必要がある。しかし、計算を
進めるとこれらの項が入り混じるので、人間
でも有意項と無意項の選択は至難の技であ
る。この選択を自動的かつ効果的に行うため
に、本研究グループは有効浮動小数(effect- 
tive floats)を考案し国産数式処理システム 
GAL に装備してきた。入力多項式の各数係数
を有効浮動小数（通常、相対誤差をマシンイ
プシロンに初期設定する）に変換しておけば、 
有効浮動小数は計算中に発生する桁落ちを
検出して桁落ち誤差を記憶し（丸め誤差は無
視する）、しかも有効桁が全て失われた場合
にはその係数を０にしてくれる。今の場合、
与多項式を Hensel 構成で特異因子と非特異
因子に分離するのだが、その計算は両因子が 
互いに近接根を持つ場合には桁落ちが発生
することが分っている。その計算を通常の浮
動小数と有効浮動小数の二通りで計算した
ところ、計算は前者では大きく崩れたが後者
では何ら問題なく計算できた（論文③）。 
Hensel 級数の計算は、Newton 多項式と命名
した多変数多項式の根を求めて１次因子の
積に分解し、その因子を元に拡張 Hensel 構
成を行う。根が求まらない場合には根を記号
で表し、定義多項式を用いた計算を行うが、
Newton 多項式が因数分解できればその因子
を元に与多項式を分解しておくことで計算
が非常に楽になる。今の場合、２次の特異点
と３次の特異点があり、いずれも Newton 多
項式は浮動小数係数の３変数多項式である。
GAL の近似因数分解コマンドを適用してみた
ところ、両者とも許容度 10^{-12}程度で見事



に近似因数分解できた（論文③）。 
なお、計算された Hensel 級数は今の場合、
固有値の微細構造を表しており、残念ながら
過酷事故時の航空機制御には使えなかった。
Hensel 級数は展開点で無限大になる場合も
あるので、今後も応用を追及する。 
 
(5) 疎なパラメータ係数線形方程式系の応

用志向解法              
このテーマは近似グレブナー基底とは無関
係で、近似代数の初歩的応用である。 
1970 年代から、電子回路設計では抵抗やコン
デンサ容量をパラメータで表し、回路全体を
電流や電圧に関する微分方程式系で表した
上で、系を数値シミュレーションすることに
より回路の働きを調べて、パラメータの最適
値を決める方法が発展してきた。近年はこの
設計手法が自動車産業その他に広がるとと
もに、扱う系が大きくなり、パラメータ解析
（依存性の高いパラメータ間の関係抽出や
誤差解析など）を数式モデルで行いたいとの
要求が強くなっている。計算代数と近似代数
の出番である。本研究では手始めに次の二つ
のテーマに着手した。① パラメータ入りの
疎な線形方程式系の誤差低減解法、② 疎な
パラメータ入り線形方程式系の特徴抽出法
と解の簡潔な表現法。なお、研究は緒につい
たばかりで今後の進展が必要である。 
① に関する成果。方程式系を行列表現する 
とき、数値行を上に、記号行を下に集めて、
数値行からピボットを選んで行列全体をピ
ボッティング付きジョルダン法で消去する。
残った記号行からクラメール行列式を小行
列式展開して解を計算する。後段は次の理由
による。以前、浮動小数係数の記号行列式の
計算を、ガウス消去法、その効率化版、小行
列式展開法で比較したところ、誤差の小ささ
でも計算効率でも小行列式展開法がベスト
だった。この解法では、前段と後段をつなぐ
解公式が必要であり、その公式を導出した。
さらに、ピボッティング法がうまく使えない 
場合に備えて、微小ピボットにソルバーパラ
メータを乗じる形の誤差低減法を考案した
（論文②)。 
② に関する成果。疎な数値係数線形方程式 
系の場合、係数行列をブロック三角化するの
が常道である。この方法はパラメータ係数の
場合でももちろん有用だが、それだけでは不
十分である。疎な線形方程式系の場合、系を
有向グラフに変換し、グラフの強連結成分と
してブロック三角化の各ブロックが決定さ
れる。強連結成分は強連結部分グラフのうち
極大のものであり、内部に強連結部分グラフ
を多く含むのが普通である。グラフが強連結 
ならば対応する線形方程式系は過剰決定系
でも過少決定系でもなく、パラメータが特別
な数値でない限り、一意に解ける。そこで、
強連結部分グラフを方程式系の解法の観点
から選び出し、小規模系から大規模系へと順
に解くことにより、部分式を系統的にソルバ

ーパラメータで置き換えて有理式解を簡潔
に表し、かつ系の特徴抽出も行う方法を呈示
した（論文投稿中）。 
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