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研究成果の概要（和文）：  新たな母数モデル「データ＝共通因子×負荷＋独自因子×独自分散の平方根＋誤差」に基
づく同時因子分析を考案して，最小二乗法および重みつき最小二乗法のアルゴリズムを開発して，シミュレーションに
よる挙動の確認・実データ解析による有用性の例証と，高階数近似とみなせる数学的性質の考究を行った．開発したア
ルゴリズムの特徴は，データ・フィッテングの形をとりながらも，負荷行列と独自分散の推定には，データ行列がなく
ても標本共分散さえ与えられれば十分である点にある．以上に加えて，共通・独自因子得点の不確定性のあり方の研究
と，それの推定値の算定法の提案も行った．

研究成果の概要（英文）：I developed a factor analysis (FA) procedure underlain by a new fixed factor model
 in which common and unique factor scores are treated as fixed parameters. This procedure can be called jo
int FA (JFA), as all parameters are estimated jointly. I presented an algorithm for minimizing the least s
quares function of JFA. A feature of the algorithm is that the optimal loadings and unique variances can b
e estimated only if inter-variable covariances are available. Simulation studies showed that the true load
ings and unique variances are recovered well, and the usefulness of JFA was illustrated in real data examp
les. A property of JFA interesting theoretically is that JFA can be regarded as higher rank approximation 
of a data matrix. I further used the property to give the explanation of the common and unique factor inde
terminacy which is a generalized version of Mulaik's (1976) cone.
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１．研究開始当初の背景 
変数の平均が 0 の n 個体×p 変数のデータ

行列Xに対するm因子の探索的因子分析モデ
ルは，X = FA + E のように行列表記できる．
ここで，F(n×m)は平均 0 の共通因子，A(p×
m)は負荷行列，E(n×p)は誤差行列であり，E
の各行は平均 0 の確率変数 eが占め，次の 2
条件を満たす．[1] 共通因子からの独立性: F
の行と eの無相関である; [2] 独自因子の変
数間の独立性: eの共分散行列2 は非負値対
角行列である.  
以上のモデルは，F の行を変数と見なす変

量モデルと母数と見なす母数モデルに大別
される．因子分析は一般性の高い多変量解析
法であるが，F, A, 2の同時推定ができない
という問題がある．この事から，現在は変量
モデルが主流を占め，A と2の推定後に F を
求める二段階推定法がとられる．しかし，母
数モデルの新展開には，次に記す十分な意義
を認めうる． 

1904年のスピアマンの草案から100年以上
を経た現在，幅広く利用されながらも，未解
決問題が行動計量学者・数理統計学者を惹き
つける因子分析において，新たな母数モデル
に基づく因子分析は，既存法が出来なかった
同時母数推定を可能にして，負の独自性の不
適解回避の長所も併せ持つ．さらに，「モデ
ルがデータより多くを語る」と表せるかもし
れない高階数近似を，今後の多変量解析発展
の一方向とさせる可能性を持つ． 
 
２．研究の目的 
因子分析のモデルは X = FA + E と書ける

が，誤差行列 E に制約を課すことが特徴であ
る．従って，X が標本であれば，X と FA + E
は等号では結べず，近似記号で結んでX  FA 
+ E と書かざるを得ない．この式の E を E = 
Uと再表現したモデル 

      X  FA+U              (1) 

を因子分析の基礎にすえる．ただし，F は n
個体×m 因子の共通因子得点行列，A は p×m
の負荷行列，U は n×p の独自因子得点行列，
は独自分散の平方根を含む対角行列であり， 

n1FF=Im(m 次の単位行列),   (2) 

n1UU=Ip,                  (3) 

FU =O(零行列)             (4) 

を満たす．ここで，F, A, U, の全てを母数と
見なすのが，既存の母数モデルとは異なる点
である．このモデルに基づく因子分析を，全
てのモデル・パラメータの同時推定を目指す
点で，同時因子分析(JFA)と名づけ，そのアル
ゴリズムの開発・数理的性質の考究・既存の
因子分析との関係の明確化を行う．JFA に期
待できることに，既存の因子分析では出来な
かった因子得点と他の母数の同時推定・不適
解の回避・データの低階数近似である主成分
分析に対して因子分析を高階数近似と位置
づける新たな多変量解析体系化の提唱があ

る． 
 
３．研究の方法 
まず，(1)の近似の悪さを数量化する目的関

数を定義して，目的関数を最小にするための
アルゴリズムを構成する．そして，アルゴリ
ズムを実行するためのコンピュータ・プログ
ラムを作成して，パラメータの真値からモデ
ルに従って生成された人工データに適用し
て，その解がパラメータの真値を再現してい
るかどうかを検証する．この過程で，アルゴ
リズムをより効率的なものにするための改
良も試みる．さらに，アルゴリズムを実デー
タに適用して，その有用性を例証する． 
目的関数の値を最小にする解を得られた

としても，解は一意でない可能性がある．特
に因子分析の場合には，因子得点の解は一意
でない，つまり，不確定性があることが知ら
れる．そこで，複数ある因子得点の解の中か
ら一組の解を選択する方法，あるいは, 一意
に定まって解をよく近似する推定値の算定
法を考える． 
モデル，および，そのパラメータの解の数

理的性質を考究する．特に，本研究では，線
形代数の視点から，因子分析がデータ行列の
高階数近似と見なせる可能性を追求する． 
 
４．研究成果 
モデル(1)から重みつき最小二乗基準 

f(Z,B) = XFAUW2 = XZBW2  (5) 

が導かれる．ここで，Z = [F, U], B = [A, ]
であり，MW 2 = trMWMである．制約条件
(2), (3), (4)は， 

n1ZZ = Im+p             (6) 

にまとめられる．所与の W について，条件(6)
のもとに(5)を最小にする問題として同時因
子分析(JFA)を定式化し，JFA のアルゴリズム
を開発した．その長所は，データ行列 X がな
くても，共分散行列 S = n1XX が与えられれ
ば，A との最適解が得られる点にある．こ
の S の十分性を，W = I として次の段落に記
す． 
まず，所与の B のもとで(5)を最小化するた

めに，W = I とした(5)を 

f(ZB)=(Z に無関係な項)2ntr(n1XZ)B (7) 

と書き換えよう．XB の特異値分解を n 1/2XB 
= KDL，ただし, D は p 次対角行列であると
すると，(5)を最小にする Z は，  

  Z = n1/2KL + n1/2KL        (8) 

と表せる．ただし, [K,L][K,L]=Ip+mである．
ここで, (7)と(8)を見比べると，(5)の最小化は，
Z を求めなくて， 

  n1XZ = n1B+BXZ = B+LDL     (9)    

のときに達成されることがわかる． 
 次に，所与の Z のもとで(5)の最小化するた
め，(5)を 

f(BZ)=nn1XZ  B2+(B に無関係な項) (10) 



と書き換える．(7)，(8), Z= [F, U]を見比べる
と，(5)を最小にする B = [A, ]は，次式で与
えられることがわかる. 

A=B+LDLHm,  = n1diag(B+LDLHp)  (11) 

ここで，Hm= [Im, mOp]，Hp = [pOm, Ip]である． 
  以上より，(9)と(11)を交互に繰り返せば，
B の解に収束することがわかる．ここで，(9)
と(11)の更新に必要な LDLは，固有値分解
S= LD2Lで求められるため，S の十分性がわ
かる．なお，(8)は，因子得点の解は一意でな
いが，既存の因子分析ではできなかった負荷
行列・独自分散とともに因子得点を同時推定
できることを示している． 
  以上に記した JFAのアルゴリズムを開発し
て，そのプログラムを作成した上で，JFA に
よって十分な精度で，真のパラメータの値を
推定できることを，シミュレーションによっ
て確認した．さらに，既存の最尤 FA と同等
の解を与えることを，シミュレーションと実
データ解析によって確認した．  
 JFA の定式化から，因子分析を高階数近似
と見なせることを，次のようにして確認した． 
最小二乗基準(5)は， 

f(ZB) = Z  XB2 + (Z に無関係な項) . (12) 

と書き換えられ，これは，階数 p の XB を，
(6)より階数 m + p である因子得点行列 Z によ
って近似する問題と見なせ，FA が高階数近似
であることを表す． 
 解(8)は，因子得点 Z の不確定性を示す．こ
こで，(8)右辺のユニークに定まる項 Z1 = 
n1/2KLは，Z1 = XBL1Lのように X の関数
として表せる．さらに，Z と Z1の隔たりは， 

Z  Z12 = n1/2KL2 = ntr LL = nm (13) 

のように一定である．従って，行列をベクト
ルで表すと，Z は，X と同方向に伸びる Z1

を中心とした円錐をなす．これは，共通因の
不確定性を表す Mulaik(1976)の円錐を一般化
したもの見なせる．(13)より，Z1 は，全ての
解の中心をなし，Z1を「中心推定値」として，
因子得点の推定値とすることを提案した．ま
た，所与の行列に近い Z を求めるプロクラス
テス因子同定法も考案した． 
 (5)の最小化の特徴は，を推定するため，
2の対角要素である独自分散は非負で，独自
分散がマイナスとなる不適解が得られない
ことである．このことに関連する成果として，
EM アルゴリズムによる因子分析では，独自
分散が 0 をとることもなく，常に正でありえ
ることを数学的に証明した．さらに，既存の
因子分析の EM アルゴリズムの更新式を改良
して，より安定した挙動を示す更新式を導い
た． 
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