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研究成果の概要（和文）：Osofskyは1965 年に「右入射的完全環はQF-環である」という結果を発表し、これは片側完
全環でも言えるか？という問題を出した。Faith は 1976 年,　この問題は準素環でも否定的であろうと予想した。右
アルチィン環が右入射的になる Fuller の判定条件がある。1993 年、分担者の馬場との共同論文で、この判定条件を
片側準素環にまで拡張した。この結果を用いて長年 Faith 予想を研究し、最近、斜体上の無限次元両側ベクトル空間
についての問題に置き換え、その研究により、多くの場合、片側入射的準素環はQF-環になるという結果を示すことが
出来た。これは大きな進展である。

研究成果の概要（英文）：In 1965, Osofsky showed "right injective perfect rings are QF-rings" and raised : 
Are right injective right perfect rings QF ?. In 1976, Faith conjectured this is not true even for semipri
mary rings. Since then, almost half centuly passed. In 2011, Oshiro showed this problem is true for many c
ases. 
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１． 研究開始当初の背景 
 
１９８０年、原田学により、新しい二つのア
ルチィン環が発見された。研究代表者はこの
二つの環は同一の環であることを証明し、そ
の環を Harada 環と呼び、その構造論を構築
した。Harada 環は古典的アルチィン環であ
る quasi-Frobenius 環や Nakayama 環と
三つ巴になって深く関連し光彩を放す環で
あることの理論を展開し、この新しいアルチ
ィン環を応用して古典的アルチィン環の再
考察を行い、その過程で、森田の自己双対性
を持つ環、Nakayama 自己同型写像、 skew- 
matrix 環、quasi-Frobenius 環の構成等な
ど多岐にわたる研究を蘇生させ、次のような
広範な基礎的研究を行った。 
 
（１） Harada 環の内部構造における枠
quasi-Frobenius 環の研究。Harada 環は枠
quasi-Frobenius 環を内部に持ちそのブロ
ック拡大の上階段型剰余環として構成され
るという構造論を確立した。 
 
（２）  Nakayama 環の完全な構造論の構築。
その構造論は、 Nakayama 環は、局所
quasi-Frobenius 環の skew-matrix 環を作
り、そのブロック拡大の上階段型剰余環
（Harada 環となる）として実現できること
を示した。 Nakayama 環は重層的で自己完
結型のアルチィン環であり、skew-matrix 環
がその本質であるという理論である。 
 
（３）  skew-matrix ring の導入とその基
礎的性質の研究。 
 
（４）  アルチィン環上の直既約射影加群が
入射的になるための Fuller の判定条件の研
究。分担者の馬場との共同研究で、その判定
条件を準素環にまで拡張した。この研究が
Faith 予想の研究に繋がった。Faith 予想と
は、研究目的で簡潔に述べるが、片側入射的
準素環は quasi-Frobenius 環であるか？と
いう問題に対する否定的な予想である。 
 
（５） 森田自己双対性を持つアルチィン環
の研究。有限次元多元環は、自明に森田自己
双対性を持つアルチィン環である。しかし、
一般のアルチィン環で森田自己双対性を持
つ環は、きわめて少ない。知られている例は
せ い ぜ い  quasi-Frobenius 環 と 
Nakayama 環ぐらいである。そのことと
Harada 環がかなり強い自己双対性を持っ
ていることから Harada 環も森田自己双対
性を持つのではないかという問題が提起さ
れる。研究代表者は、quasi-Frobenius 環で、
Nakayama 自己同型写像（Nakayama 置換
を引き起こす同型写像）を定義し、この問題
を一般に 
quasi-Frobenius 環はいつも Nakayama 自
己同型写像を持つかどうかの問題に置き換

えた。これに対して、研究分担者の小池が 
Kraemer の結果を用いて、反例を示した。
これは、アルチィン環における非常に重要な
結果である。Nakayama 自己同型写像を持
つ quasi-Frobenius 環から Harada 環を構
成すると様々な自己双対性を持つ新しいア
ルチィン環が作れる。これは、森田理論にお
ける大きな進展となる結果である。 
 
（６）代数閉体上の Nakayama 群環（group 
ring) の研究。Nakayama 環の構造論を代数
閉体上の群環（group ring)に応用し、５次以
下の対称群や交代群がいつＮakayama 環に
なるかを決定した。 
 
（７）Quasi-Frobenius 環の構成方法の研
究。Quasi-Frobenius 環は環論における最
も重要な研究対象である。しかしながら多元
環でない純非可換版の Quasi-Frobenius 環
の例は皆無に等しい。  Harada  環、 
Nakayama 環, そして Faith 予想の研究に
おいて局所 quasi-Frobenius 環が本質的に
重 要 な 環 で あ る 。 こ の こ と か ら 、
quasi-Frobenius 環の構成方法の研究が必
要になり、連携研究者の菊政、研究協力者の
吉村との共同研究で様々な quasi-Frobenius 
環の例を示すことが出来た。これも著しい研
究成果である。 
 
（８）  lifting 加群と extending の研究。 
この 2 つの加群の明確な定義を与え、これら 
の加群の研究により、Harada 環や 
Nakayama 環を加群論的に特徴づけた。 
lifting 加群と extending 加群は、その後、 
国内外の多くの研究者によって研究され、 
いくつかの専門書も出版された。 
この状況も原田学と研究代表者の基盤的 
研究があっての展開である。 
 
以上の基盤的研究は、過去３０年以上にもわ
たるアルチィン環の底流における顕著な研
究ともいえるものである。これらの研究成果
を土台にして、研究分担者の馬場との共著で
専門書 

“ Classical Artinian Rings and 
Related Topics“ 

 
を 2009 年 World Scientific 社から出版した。 
 
本研究では、これらの研究を背景にして、更
なる研究と（４）で述べた Faith 予想の完全
解決をめざしての研究を行っている。 
 
２．研究の目的 
 
Osofsky は 1965 年に 
“右、左入射的完全環は quasi-Frobenius 環
である” 

 
という結果を Journal of Algebra で発表し、 



この結果は  
“片側完全環でも言えるか？” 

 
という問題を提起した。この問題に対して、 
Faith は 1976 年彼の著書 Algebra II で, 
この問題は準素環でも否定的であろうと 
予想した。つまり、完全環より強い準素環で 
新たに 
“右入射的完全環は quasi-Frobenius 環
であるか？” 

 
という問題を提起して、否定的に予想したの 
である。研究の背景でも述べたように、アル 
チィン環が右入射的になるための Fuller の 
有名な判定条件がある。1993 年、分担者 
馬場との共同論文で、この判定条件を 
片側入射的準素環にまで拡張した。この結果 
を用いれば Faith 予想が解けると思ったの 
だが、成功せず、悶々と 20 年以上も追い 
求めることになってしまった。しかし、その 
後、少しずつこの予想の核心が明らかにし、 
現在は、この予想が、斜体上の右も左も無限 
次元の両側ベクトル空間についての誰でも 
理解できるような問題に置き換えることが 
できた。この新たな視点で、問題を解決する 
のが本研究の主目的である。 
 
 
３．研究の方法 
Faith 予想は、結局、斜体 D 上の両側空間
V とその右空間としての双対空間 V(*)との
間に (D,D)-同型があるかという問題に帰
着できた。この問題は、環論の問題という
より、数学の根底にかかわる重要な問題で
あり, Faith 予想の深遠さをよく物語って
いる。 

 この言い換えによる新たな問題解決のた
め、更に V として DｘD なるⅠ次元（D,D）
空間を考えればよいというところまで問題
をしぼることが出来た。これは、著しい大
きな前進であり、この方法により Faith 予
想を研究している。 
 
４．研究成果 
V = DxD の右次元 A がアレフ０以上、左次元
が A より大きく、V と V(*) が (D,D)-同型
なる D ,V があるかが Faith 予想の本質的問
題になったのだが、2011 年 D が可換体や中
心上有限次元、或いは中心上アレフ０次元の
場合は、このような D と V は存在しないこ
とが証明できた。 
この結果は、Faith 予想に関する初めての著
しい結果であり、2011 年 6 月、韓国 Kyung 
Hee 大学で開催された第６回日-中－韓 国
際環論研究集会で発表し, 論文としては、
その報告集に掲載された。現在この論文は国
内外で反響を呼んでいる。Faith もこの結果
を非常に喜んでくれた。2012 年９月アメリ
カを訪問し、オハイオ大学、オハイオ州立大
学で Faith 予想についての講演をおこなっ

た。Faith は、今年の一月残念ながら他界し
た。 
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