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研究成果の概要（和文）：Gromovによる測度距離空間の幾何学的理論を解明し，本を執筆した．オブザーバブル距離に
関して，測度距離空間の列が測度距離空間へ収束するとき，この曲率次元条件が保たれることを証明した．これを応用
して，リッチ曲率が非負の閉リーマン多様体に対して，第k固有値と第１固有値の比がkのみによる定数で評価できるこ
とを示した．Gromovはオブザーバブル距離を備えた測度距離空間全体の空間の自然なコンパクト化を定義した．これに
ついて詳しく考察し，自然な距離構造を導入した．これを応用して，ユークリッド空間の半径がnの平方根のn次元球面
の極限が，無限次元ガウス空間へ収束することを証明した．

研究成果の概要（英文）：We studied the details of a geometric theory of metric measure spaces due to Gromo
v and wrote a book for it.  We proved that if a sequence of metric measure spaces converges to a metric me
asure space with respect to the observable distance, then the curvature-dimension condition is stable.  As
 an application, we give an estimate of the ratio of the k-th eigenvalue and the first eigenvalue of the L
aplacian on a closed Riemannian manifold with nonnegative Ricci curvature, where the estimate depends only
 on k.  Gromov defined a natural compactification of the space of metric measure spaces with the observabl
e distance.  We deeply considered it and introduce a new metric structure on it.  We apply our metric stru
cture to prove that an n-dimensional sphere of radius square root of n in a Euclidean space converges to a
n infinite-dimensional Gaussian space as n tends to infinity.
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1. 研究開始当初の背景 
 
Levy はユークリッド空間の n 次元単位球面
上の任意の 1-Lipschitz 関数が，n が大きい
とき定数関数に近づくことを示した．その後，
V. Milmanはこの現象を Banach空間の幾何
学を含む多様な分野への応用を見いだした．
現在これは「測度の集中現象」と呼ばれ，盛
んに研究されている．Gromovは測度の集中
現象を元にして，測度距離空間の間の距離
「オブザーバブル距離」を定義し，測度距離
空間全体の空間の新しい幾何学的理論を構
築した．これは，正曲率空間と距離空間の幾
何学の一種の発展形である．しかしながら，
彼はその理論のあらすじしか述べておらず，
正当性と詳細については何も分かっていな
かった． 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は，上記 Gromovの理論を解明
し，これをさらに深化させ今後の研究の礎を
築くことである．また，測度距離空間上の最
適輸送理論に基づいたリッチ曲率の研究が
盛んであるが，それとも関連させて研究を進
める．Gromovの理論は無限次元空間の研究
にも役立つと思われ，確率論や無限次元の群
の研究にも応用を見い出したい． 
 
３．研究の方法 
 
V. MilmanとGromovは閉リーマン多様体の
ゼロでない第１固有値が大きいとき，測度の
集中現象が起きること，つまり任意の
1-Lipschitz 関数が定数に近くなることを示
した．一方で E. Milmanは閉リーマン多様体
が非負リッチ曲率をもつとき，その逆が成り
立つこと，つまり測度の集中現象がおこるな
らばラプラシアンの第１固有値が大きくな
ることを証明した．ここで，第 k固有値が大
きいという条件について考察した．第 k固有
値が大きいときは，その閉リーマン多様体は
k 点からなる空間へ収束することが推察され，
これを手がかりとして，研究を進めた． 
ユークリッド空間のn次元球面の半径がnの
平方根であるとき，その球面上から k次元ユ
ークリッド空間への自然な射影による球面
上の体積測度の押し出しは，n が無限大へ発
散するとき，k 次元標準ガウス測度へ収束す
ることが知られている．これはMaxwellによ
り発見され，今日，Maxwell-Boltzmann 分
布則と呼ばれている．この事実は，そのよう
な球面の列が無限次元ガウス測度へと収束
する可能性を示唆していて，Gromovの理論
の観点から非常に興味深い現象である．測度
の集中現象は，確率論における大数の法則の
幾何学版と見なせるが，Maxwell-Boltzmann
分布則は中心極限定理の幾何学版と見なせ
る． 
 

４．研究成果 
 
当初の目的であったGromovの理論の解明に
ついては，ほぼ満足の行く成果が得られた．
特に，測度距離空間全体の空間のオブザーバ
ブル距離に関する完備化についての一連の
定理に対して精密な証明をつけた．Gromov
の理論の解説する本を執筆し，現在出版社で
査読を受けている．既に中間評価を通り，原
稿の細かい手直しをしているところである． 
リッチ曲率の下限条件の測度距離空間への
拡張概念として，曲率次元条件がある．これ
は最適輸送理論を用いてエントロピー汎関
数の凸性により定義される．オブザーバブル
距離に関して，測度距離空間の列が測度距離
空間へ収束するとき，この曲率次元条件が保
たれることを証明した．また，ラプラシアン
の第k固有値が無限大へ発散するような閉リ
ーマン多様体の列は，オブザーバブル距離に
関してk点からなる空間へ収束することを証
明した．これらを応用して，リッチ曲率が非
負の閉リーマン多様体に対して，ラプラシア
ンの第 k固有値が大きいこと，第１固有値が
大きいこと，測度の集中現象がおこることの
３条件が同値であることを証明した．さらに，
第 k固有値と第１固有値の比が kのみによる
定数で評価できることを示した．従来の方法
では，この評価が次元によってしまうが，次
元によらない定数で評価したところは，革新
的である．これについては論文リストの[5]
で発表した（船野氏と共同）． 
Gromovはオブザーバブル距離を備えた測度
距離空間全体の空間の自然なコンパクト化
を定義した．しかし，Gromovはこのコンパ
クト化に収束の概念は定義したが，これが位
相になることは述べていなかった．このコン
パクト化について詳しく考察し，Gromovの
定義を少し修正して，収束に合致する自然な
距離構造を導入した．さらにこれを応用して，
ユークリッド空間の半径がnの平方根のn次
元球面の極限が，無限次元ガウス空間へ収束
することを証明した．ここで，無限次元ガウ
ス空間とは，有限次元の標準ガウス測度を備
えたユークリッド空間の無限次元版であり，
先に述べたコンパクト化の元として実現さ
れるものである．さらに半径を nの平方根よ
り小さいオーダーのときは，測度の集中現象
が起こり，n の平方根より大きいオーダーの
ときは，消散現象が起こることを証明した．
オブザーバブル距離は上記コンパクト化の
距離以下であるが，これらが同値な距離とは
ならないことも証明した．これらの結果つい
ては論文を執筆し，投稿中である． 
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