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研究成果の概要（和文）：本研究では、Segal (Acta Math. (1979))によって得られた有理関数の空間の研究結果をよ
り一般の写像空間の場合に拡張することをを研究の主要目的とした。
とくに、写像空間 Map(M,N) として、Mが1次元より大きな次元の多様体Mのときの例としてM, Nが実射影空間のときに
、無限次元空間 Map(M,N) のホモトピー型を研究した。この場合、多項式で表現される代数的写像（正則写像）のなす
有限次元空間 Alg(M,N)で、これがどの程度の次元まで近似できるかを調べ、A. Kozlowski氏(ワルシャワ大学）との共
同研究でその近似次元を具体的に計算することに成功した。

研究成果の概要（英文）：The main purpose of this research is to investigate the  generalization of the wor
k of spaces of rational functions due to G. Segal (Acta Math., 1979).  In this research, we consider the t
opology of the mapping space Map(M,N) when M and N are manifolds with dim M >1, and we mainly study the ca
se that M and N are real projective spaces.  In this case, we try to approximate it by a finite dimensiona
l subspace Alg(M,N) of algebraic maps (or regular maps)  which are represented by polynomials. 
In particular, we can determine the explicit dimension of approximating homotopy type of it by the joint w
ork with A. Kozlowski (Warsaw University) .
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１． 研究開始当初の背景 
(1) 一般に, 位相空間MからNへの連続写像
全体のなす写像空間 Map(M,N) は, 無限次
元位相空間であり, あまりに巨大な位相空間
なので, 本研究では, とくに位相空間 M, N
としては複素多様体または実代数的多様体
(real algebraic variety) を主にに考える. こ
の場合, M から N への正則写像や多項式で表
現される代数的写像（多項式写像）からなる
その有限次元部分空間 Hol(M,N) あるいは 
Alg(M,N)によって, Map(M,N)を近似して調
べることを本研究の目標としたい. このよう
な研究は, もともと G. Segal (Acta Math. 
(1979)) によるリーマン面 M から n 次元複
素射影空間 CP(n) への正則写像のなす空間
Hol(M,CP(n))のホモトピー型の研究や , F. 
Cohen, R. Cohen, B. Mann, R. Milgram 達
のラベル付き粒子の配置空間の研究がその
出発点であった. さらにこの問題に関連して, 
数理物理学に密接に関連する Atiyah-Jones
達による Atiyah-Jones 予想も我々の研究に
大 き く関連 し ている こ とがそ の 後 の 
Milgram 達の Atiyah-Jones 予想の解決以後
わかってきた.  
(2) これらの場合, M はすべて複素１次元の
空間であった. そこで,  我々はこの一般化
として M の次元が複素次元２以上の場合や
その実版を考え, M の実次元が２以上の場合
も取り扱うことを主に考えることとした. と
くに, それらの場合にも, Atiyah-Jones 型定
理が成立することが数理物理との関連から
も強く予想され, また Gromov の H-原理か
らも我々の場合にも Atiyah-Jones 型定理が
成立すると予見された. 以上のことが本研究
課題の背景にあったことを指摘しておく. 
 
２． 研究の目的 
写像の定義空間となる(複素)多様体Mとして,  
複 素 あ る い は 実 グ ラ ス マ ン 多 様 体 
Gr(m,n;K)を主に考える.  (ただし, K=R ま
たは C とする) その一番簡単な場合とし
て, 本研究では M は m 次元実射影空間 
RP(m) あるは複素射影空間 CP(m)（ただし, 
m>1）を取り扱うことにする. 
(1) このとき, N が実代数多様体のとき, 包

含写像 i:Alg(M,N)Map(M,N)によって, 
無限次元空間 Map(M,N)が有限次元部分
空間 Alg(M,N)によって, どの程度の次
元までそのホモトピー型やホモロジー群
が近似できるかを実特異点論や実代数幾
何学的手法を利用してホモトピー論の立
場から研究する. とくに上記の包含写像
に対して, Atiyah-Jones-Segal 型の定理
が成立するかどうかをホモトピー論の立
場で検証することを第１の目的とする. 

(2) さらに, (1)の問題の複素版を考える. 具
体的には, N が複素多様体のときに, 包
含写像  i:Hol(M,N)Map(M,N)によっ
てどの程度の次元までそのホモトピー型
やホモロジー群が近似できるかを(1)と

同様な手法で検証することを目標とす
る. 

(3) (1), (2)に関連して, より一般なモース理
論的原理が, 対称性の高い空間M,Nに対
して成立するかどうかを今後検証する予
定である.  
  

３． 研究の方法 
本研究の主要部分は、代数的位相幾何学の分
野に属するものである. その対象としている
空間は, K=R, または K=C として K 上の代
数多様体 M から K-代数多様体 N への d 次元
以下の K-係数多項式達で表現される正則写
像（代数的写像）のなす有限次元空間
Alg^d(M,N)の位相がどの程度まで, 無限次
元空間Map(M,N)を（ホモトピー型の意味で）
近似するかを研究するものであった. 研究内
容が, 代数幾何学や代数等さまざまな分野が
位相幾何学と密接に関係するので, 代数幾何
学・代数や低次元多様体論の研究分担者の協
力のもとに, 共同研究者 A.Kozlowski 教授
（ワルシャワ大学）と島川教授（岡山大学）
との研究分担を中心としながら研究は行わ
れた. 具体的な研究方法は以下である. 
(1) まず, Alg(M,N)の研究はラベル付き粒子

の 配 置 空 間 (labeled configuration 
space)と密接に関連するので, この分野
の第一人者の島川教授にはこの方面のサ
ポートをお願いした. 

(2) さらに, 正則写像の空間の代数幾何学的
知識については, 大野准教授（電気通信
大学）に研究分担をお願いした. とくに, 
トーリック多様体（toric variety）に関す
る知識については大野先生の貢献が大き
かった.  

(3) 関連する話題としてMorse理論的側面に
ついては, M.Guest 教授（早稲田大学）
にいろいろと教えてもらった. 

(4) 実特異点論をホモトピー論に応用するこ
とが本研究のキーポイントであり, 関連
して, ArnoldやVassilievの研究を共同研
究者のKozlowski教授と e-mailと skype
を通して連絡をとりながら共同研究を実
施した.  

(5) さらに, ２０１４年３月には, 電気通信
大学で, Kozlowski 教授が来日記念に, 
「電通大トポロジーセミナー」を電気通
信大学で主催し, 同時に本研究に関連す
るトーリックトポロジーの研究も話題 n
と取り上げて開催した. この方面のトポ
ロジー的側面の第一人者の岸本准教授
（京都大学）, 入江教授（大阪府立大学）, 
蓮井氏（京大大学院）にもトーリックト
ポロジーに関する最近の研究について講
演してもらい研究連絡もおこなった. 

 
４． 研究成果 
(1) K=R,Cのとき, 実代数的K-ベクトル束上

のストーン・ワイエルシュトラス型定理
を利用して, affine 実代数的多様体 M



が, M 上の任意のベクトル束が代数的束
と（安定）同値となる時, 包含写像
i:Alg(M,N)Map(M,N)が, N が K 上のグ
ラスマン多様体のときにはホモトピー
同値写像になることを Kozlowski 教授
（ワルシャワ大学）と M. Adamaszek 氏
(Univ. Warwick)との共同研究で証明し
雑誌 Quart. J. Math.に発表した. 

(2) (1)の結果を利用して, K=Rで M,Nが実射
影空間の場合に, (1)の包含写像を d 次
元 斉 次 多 項 式 の な す 部 分 空 間
Alg_d(M,N)に制限するとき, d で定まる
ある次元までホモトピー同値（あるいは
ホモロジー同値）であることを , 
Vassiliev 型 spectral sequence を利用
して, Kozlowski 氏と Adamszek 氏との共
同研究で証明し ,この結果も雑誌
Qurt.J.Math.に発表した. 

(3) Kozlowski 教授（ワルシャワ大学）との
その後の共同研究で, truncated 型
Vassiliev spectral sequence を利用し
て, (2)のホモトピー同値（あるいはホ
モロジー同値）となる次元の計算の改良
にもその後成功し雑誌 Topology Appl.
に発表した. 

(4) (2),(3)の結果の応用として, Mが m次元
実射影空間, N が n 次元実者英空間のと
きに, 写像空間 Map(M,N)のホモトピー
群を具体的にある程度の次元まで計算
することに成功した. 

(5) 上記と同様な問題を, M が m 次元実射影
空間で, N が複素 n 次元射影空間のとき
に, 包含写像 i:Alg_d(M,N)Map(M,N)
に対して考察した. とくにこの場合, 
この包含写像がどの程度の次元までホ
モトピー型を近似するかを具体的に計
算することができ, この結果を雑誌 
RIMS Kokyuroku Bessatsu に発表した. 

(6) 包含写像i:Alg_D(M,N)Map(M,N)をMが
m 次元実射影空間, N が滑らかナコンパ
クト toric variety の場合に, 上記(1)
〜(5)の結果の拡張ができないかを, 大
野氏（電通大）と Kozlowski 氏（ワルシ
ャワ大学）と共同で研究をおこなった. 
これについては, Toric 多様体 Nに対応
するfanΣの１次元のcone達の情報を調
べることで, (1)〜(5)の結果の一般化を
得ることに成功した. この結果につい
ては現在論文投稿中である. 

(7) M が１次元複素射影空間で, N がコンパ
クトでない toric variety のときに Mか
ら N への正則写像全体のなす空間を
Hol(M,N)とした時, Hol(M,N)から連続写
像全体の空間Map(M,N)への包含写像iを
考える. このときに, 包含写像がどの
程度の次元まで Map(M,N)のホモトピー
型を近似するかを, Kozlowski との共同
研究で考えた. ある non-compact toric
多様体について得られた以前の結果に
ついては, その近似次元の改良に成功

した. この研究についてもKozlowski氏
との共著論文を現在準備中である. 

(8) 代数（整数論）の研究分担者は, 主に与
えられた有限群をガロア群に持つパラ
メータ付き多項式の構成を試み, また
その数論を計算機による実験を通して
調べた. 

(9) 低次元トポロジーの研究分担者は, 主
にデーン手術によって双曲的な結び目
からでも例外的に双曲的でない３次元
多様体が生じる現象「例外的手術」を研
究した. とくに, これを利用して特殊
な４次元多様体を構成することを研究
した. 具体的な研究結果は以下である： 
まず, 門上氏（華東師範大学, 中国）と
の共同研究でtorsionに関する論文作成
を行った.   
さらに, 丹下氏（筑波大学）が主催する, 
若手研究者のサーベイ講演を行い, 
Ribbon かつ Fibred なノットのモノドロ
ミーの分析手法の解説も行った. また 
レンズ空間手術の中で最も希少な族の
divided knot表示を考察した. これにつ
いては, 論文投稿中である. 

(10)代数幾何学の研究分担者は, 代数閉体 K 
   上定義された斉次 1次式を成分に持つ 
    maximal minor の性質について,  
    Eagon-Northcott 複体を用いて, 伊東氏 
  （電通大）と野間氏（横浜国立大）と共 
    同研究を行った. 
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